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L’fiCOLE POLYTECHNIQUE. 


PIUBlIIlfiRE PARTIE. 

CALCUL DIFFfiRENTIEL. 


CHAPITRE I. 

VARIABLES R^ELLES. 


L — LisBites. 

1. L’objet primitif de FArithmetique est I’^tude des 
nombres esitiers. 

Pour pouvoir executor, dans tous les cas, la resolution 
des equations du premier degre, on a dd elendre cette pre¬ 
miere conception, par Fintroduction des nombres negatifs et 
des nombres fractionnaires. On obtient ainsi Fensemble des 
nombres rationnels. 

La resolution des equations de degre > i exige de nou- 
veUes generalisations. Les principes sur lesquels elles repo- 
sent sont intimement lies a ceux du Caleul infinitesimal, et 
nous devons les exposer brievement. 

J. 



2 PREMTl?RE PAR TIE. — CHAPITRE I, 

2 Nombres irratiownels — Soient A et B deux sys~ 
t^mes de nombres rationnels Jouisbant des proprietes bui- 
vantes * 

I® Tout nombre de B est plus grand que tout nombre 
de A, 

2 ® On peat toujouis determiner dans k. B respecti-- 
vement deux nombres a et 6, tels que Von ait 

b — a<,£, 

quel que soil le nombre positif e, donne a pi lori 

Ces hypotheses admises^ les nojnbres (rationnels) pour- 
ront se repartir en trois classes : 

La premiere X contiendra tous les nombres infeneurs a 
quelqu’un des nombres de A; lasecondeoll^, tous les nombres 
supeneurs a quelque nombre de B, la troisieme 0, ceux qui 
ne sent ni infeneurs a trn nombre A, ni supeneurs a un 
nombre B. 

II est impossible que cetle clas^e © coAtienne deux nom¬ 
bres dilF^rents c et c' < c. On aurait, en elfet, quel que fut 
le choix de a et de 6, 

d’ou b^a'^c — c', 

resultat contraire a notre seconde hypothese 

Elle peut contenir un nombre unique e (ce cas se presen- 
tera, par exemple, si Ton prend pour A I’ensemble des nom¬ 
bres > e, et pour B Tensemble des nombres < c) 

Mais il peut arriver aussi qu’elle n^en contienne aucim (on 
salt qu’il en sera ainsi si Von prend pour A la suite des 
r^duites de rang impair, pour B celle deg reduites de rang 
pair d’une fraction continue illimit^e). 

Nous ferons disparaitre cette distinction, en disant que, 
dans le second cas, il existe encore un nombre c plus grand 
que tous les X et plus petit que tous les i)l>, mais que ce 
nombre est irrationneL 

L’ensemble des nombres amsi obtenus, tant rationnels 
qu’irraiionnels, cbustitue le syst^me des nombres reels, 



VARlABtES KfeELLES. 


3 


ChacTiu de ces nombres est defim, comme on le voit, par 
la connaissance des nombres rationnels qui sont plus petits 
que lui, el de ceux qui sont, an contraire, plus grands que 
lui, 

3, Si un nombre ralionnel r est plus petit (plus grand) 
qu’un nombre r^el c, il estclair, d’apr^s nos definitions, que 
tout nombre rationnel r' plus petit (plus grand) que r sera 
a fortiori plus petit (plus grand) que c. 

Mais on pent demontrer qu’jZ existe, en outre, une infi¬ 
nite de nombres rationnels compris dans Vintermlle de r 
d c. 

En efiet, si c est rationnel, tonsles nombres/' + m(c — r), 
ou m est une fraction quelconque comprise entre o et i, sa- 
tisfont k cette condition. 

Si c est irralionnel, supposons, pour fixer les idees, o>/\ 
Soient A, B les deux systemes de nombres rationnels qui 
determinant c. Tiont nombre rationnel appartient, par hypo- 
these, a Tune des deux classes X et definies comme ci- 
dessiis. 

Le nombre r < c appartient a la classe X. 11 est done 
inoindre qu’un nombre a du systeme A. Ce mombre a dtant 
plus petit que tous les B n’appartient pas ala classe ilb : e’est 
done un nombre X Done il est inomdre qu’un autre nombre 
oti du systeme A Continuant amsi, on obtiendra une suite 
infinie de nombres rationnels croissants r, et 

lOUb < c. 

On dira qu’un nombre r^el c est plus grand qu un autre 
nombre reel c', s’il existe un nombre rationnel / qui soit < c 
et > d. Dans ce cas, tous les nombres rationnels, en nombre 
infini, compris entre c et r, ou entre r et d, jouiront de la 
ineme propri^t^. 

Il est -clair que, si e > c' et d'^ d\ on anra c > d. 

Enfin, entre deux nombres rationnels qitelconques r et 
r "f" £, il existe necessairement un nombre irrationnel (et, 
par suite, une infinite). 
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Soil, eo efFet, c un nombre irratlomiel defim par les deux 
systemes de nombres ralsonnels 4 el B. On peut determiner 
dans ces systemes deux nombres a et 6, dont la difference 
soil <; e, et comprenant entre eux le nombre c- 

Soient A <5 les deux systemes obtenus en ajoutant la 
constante r — a a tous les nombres de A et de B, II est Evi¬ 
dent que ces nouveaux systemes ont les qualit^s requises 
pour definir un nouveau nombre irrationnel, compris entre r 
cS r 4- e, 

On nombre r^el c sera dit positif^ s’il est ]> o (auquei cas 
il sera encore sup^rieur a une infinite de nombres rationnels 
posiiifs); negatifj s’il est <; o. 

Les inegalites 

— a>o, b —a <£ 
pouvant s’^crire ainsi 

(— H ^) > o, (— a) — (— Z>)< 5, 

on voit qu’a lout nombre r^el c, d^fini par le systeme des 
nombres a et celui des nombres 6, correspond un autre 
nombre de sigi e oppos^j d^fim par le systeme des nombres 
— 6 el celui des nombres — a. Nous designerons ce nombre 
par — c. On auraj d’apres cette definition, 

— (—<?)=: C. 

4. 11 nous reste a generaliser la definition des operations 
de FAritbrnetique, pour les rendre applicables a tout nombre 
reel. 

Soient c, d deux semblables nombres, definis respective- 
ment par les systemes B; A', B'. Soient a, h\ a\ V des 
nombres pris respectivement dans ces systemes; on aai\ 

b 4- a -4- a'. 

Mais, d’autre part, on pourra choisir a, 6, V de telle 
sorte qu’on ait 

h — a*<-; 

2 2 

d’ou 
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Le systeme des nombres a -f- a' et ceiui des nombres 
b + V definironl done nn nombre r^el^ que nous appelle- 
rons c + d. 

Dc Illume, le systeme des nombres b — et ceiui des 
nombres a — V d^finiront un nombre, que nous appelle- 
rons c— d. 

On a ^videmment, d’apres cette definition, 

c 4 - d= d^c, c — c'= c H- ir- o'). 

La soustraction est d^ailleurs I’operation inverse de I’addi- 
tion, de telle sorte que le nombre (c — c')4-o'=:C4 n^est 
autre que c. Pour le monlrer, nous prouverons que tout 
nombre rationnel > o est >04, et r^ciproqnement. 

Les nombres >• c son! ceux qui sont plus grands que Pun 
des nombres 6, les nombres > Ci ceux qui sont plus grands 
que Fun des nombres b — a' ■+• 

Or, tout nombre s>b — 6' est ^ fortiori > &, car 

b^ > d. 

D’autre part, si ^>0, on pourra determiner entre x 
et c une infinite de nombres rationnels encore >0. Sait 
X — t = b Fun d’eux; on aura 

x> b — n'-4- 6', 

si Fon choisit d et 6' de telle sorte que V — d soit < e. 

8. Pour d^finir la multiplication et la division, nous sup- 
poserons d’abord c et d positifs. 

Soient a, a' des nombres fixes choisis d’avance arbitral- 
rement parmi les nombres positifs contenus dans les systemes 
A, A'; p, p' des nombres fixes (n^cessairement positifs) choi¬ 
sis d’avance dans les systemes B, B'; a, 6, d^V des nombres 
positifs a choisir dans ces m&mes systemes; on aura tou- 
jours 

b a 

bb'>aa', 
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Mais OB peut choisir ces nombres de telle sorte que I’on 
ait 

b — a<!3, y — 

5 etant une quantity a determiner ult^rieurement 
II est d’ailleurs permis de supposer, en outre, que a et 6 
sont contenus dans Tintervalle de a a p, ^ et A' dans I’inter- 
valle de a' a p' En effet, a, par exemple, est sdrement < j3. 
S’il est <1 a, on aura b — cL<C,b — ac^S. On pourrait done 
substituer a a a, tout en maintenant I’ln^galit^ demand^e. 
Cela pos^, on aura 

^6'— aa!< + 5) («'-+- S) — aa' 

< (a + (Z')d 4-a*< ((3 4-(30a-4-(5*, 

b a _bV-^aa! ^ ((3-h (3')a-f-a* 

a' y yy ^ 


Si done on determine S de mamere k satisfaire a la fois 
aux in^galites 

£ 

13 + P'4.i’ 


5 <i, a< 


d< 


oc'H 




on aura 

by — ((3-f- j3^“f*i)a <C6> 

b a ^ ((3-f-P'-K i)a ^ 


Le systeme des nombres aa', joint eelui des nombres bb'y 

CL h 

etle systeme des nombres joint a celui des nombres 
d^fimssent done deux nombres r^els, que nous designerons 
respeetivement par cd et 

La division ainsi d^finie est Finverse de la multiplieation. 
Pour r^tablir, il faut prouver Fidentit^ des deux nombres 
c f 

— c'm Cl et c, en montrant que les nombres rationnels sup^- 

neurs a Fun le sont k Faulre, et r^ciproquement. 

Soit X un nombre > C|. II sera, par definition, plus grand 
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qu’un des nombres et, a fortiori^ plus grand que le 
nombre 6, il sera done > c. 

Reciproqueraent, si x'>c^ il existerajun autre nombre 
rationnel x encore plus grand que c, e’est-a-dire plus 
grand qu’un’ nombre 6. Or on peut determiner, quel que 
soil S, a' et V de telle sorte que Ton ait 6'< a'+ 8, d’ou 


d 




d 


<C ^ “h 


Si Ton choisit S moindi^e que 


a's 

T’ 


on aura x'> -rV. Done 
a 


X>Ci 

Pour etendre la definition de la multiplication et de la 
division au cas ou Tun des deux facteurs, ou tons les deux, 
sont negatifs, on appliquera la regie des signes* Enfin on 
admet qu’un produit est nul, si I’un des facteurs est nul. 

On voit, sans aucune difficulte, que les operations amsi 
g^n^ralis^es, appliqu^es a des nombres rationnels, donnent 
les m^mes r^sultats que les operations ordinaires, et que les 
regies du calcul alg^briqiie subsistent sans aiicun change- 
ment. 


6. On nomme valeur absolue ou module d\m nombre 
reel c ce nombre lui-m^me, s’ll est posilif, le nombre —- c, si c 
est negatif, Ce module se d^signe souvetit par la notation | c |. 

On a ^videmment 

\a\\b\ = \abl 

\€^\ — \b\ — \c\^\a±b±c\^\a\-{-\b\-h\c\. 

7. Soient A, B deux systemes de nombres reels tels 
1 ® que tout nombre B soit plus grand que tout nombre A, 
2® qu’on puisse toujours determiner dans A et B deux 
nombres It et b tels que b — a soit‘>e. Il existera un 
nombre r4el unique c tel que Von ait constamment 

Soient, en effet, A' le systeme des nombres rationnels 
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iiiferieurs a Fun au moms des nombres A; B' le sybteme 
des nombres rationnels superieurs k Fun au inoins des 
nombres B. Les nombres B' seront plus, grands que les 
nombres A'. 

D’autre part, d^terminons dans A et B deux nombres a 


et b tels que b — ^< g* determiner deux nombres 

• . £ 
rationnels comprenant a et dont la difference soil Le 

plus petit d de ces deux nombres appartient a A', et Fon a 



On pent de m^me determiner dans B' un nombre V tel que 
• £ 

V — h soil < On aura, par suite, 

Les systemes A', B' etant formes de nombres rationnels 
determinent un nombre r^el c plus grand que tous les a' et 
moindre que les V. Ce nombre satisfait aux conditions re- 
quises. En effet, s’ll dtait moindre qu’un nombre a de A, il 
existerait entre a et c des nombres rationnels d plus grands 
que c, contrairement a la definition de c. S’il etait plus grand 
qu un nombre h de B, on arnverait a une contradiction ana¬ 
logue. 

On voit d’ailleurs, comme au n® 2, qufi le nombre c est 
unique de son espece. 


8. LiMiTEs. — Soil X une quantity variable, a laquelle on 
donne successivement une suite illimit^e de valeurs 
Xn^ . .. On dit que la suite ou, d’une ma- 

niere plus abieg^e, la variable x tend ou converge vers la 
limite c si, pour toute valeur de la quantity positive e, on 
pent assignor un entier v, tel que Fon ait 

cl<£ 

pour toutes les valeurs de n sup^rieures a v. 
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La variable x ne peut tendre a la fois vers deux Kmites 
difFereutes e et c', car on a 

d — C ~ ( Xfi — C ) ( > 

d’ou 

Ic'—c|-f- c'l- 

Done, quel que soil w, Fun an moms des deux modules 

\^n—c'\ 

sera au moms egal a ^ | c' — c |. • 

II importe de transformer la defimlion prec^dente, de ma- 
niere a poiivoir prouver Fexistcnce d’une limite, lors meme 
qu’on ne serait pas en mesure de la determiner. 

9. Th^oremf — Poifi' que la suite . , Xn^ tende 
ver^ line limite, il faut et ilsuffitqu^on puisse trouper une 
suite Si 5 . , . de nombres positifs non croissants, 

ayant pour limite zero, et tels que Von ait, pour toutes 
les valeurs des entiers positifs n et />, 

n \ p I 

I® Supposons, en effet, que la ^uite 
tende \ers une limite c. Soienl S^, , 3;,^, une suite de 

nombres positifs decroissants ayant zero pour limite. On 
pourra, par hypothese, determiner pour chaqiie valeur de m 
un entier tcl que Fon ait constaniment, des que n esl 

>V,ro 

I C I < ^, 

et, par suite, 

I j < 1 C | -H | Xfi^p ‘ C | ^ <>/«. 

Si mais n > Vj, on aura d'autre part 

j I < I ^ I 1 ^n-\-p 

e d^signant la plus grande des quantites \Xi — e|, . , 
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Enfin, si n et /i+jo ne sont m Tun m i’autre >V|, on 
aura 

I \<\^n—c\-^\X — C | ^ 2 e. 

Defimssons maintenant une suite de quantiles positives 
El, .. .5 ... par les relations 

si 

On aura constamment 

I '^n+p I < 

D’ailleurs les quantiles £« forment une suite non croissante, 
et £„ tend vers z^ro quand n tend vers oo. Car on peut 
prendre m de telle sorte que 8^ soil moindre qu’une quan¬ 
tity quelconque s, et il suffira de prendre ensuite a > 
pour ytre sur d’avoir 

2® Ryciproquement, supposons qu’on ait pu dytermmer 
une suite e<, ... de nombres positifs ayant pour 

limite zero, el tels que Ton ait, au moins pour les valeurs 
de n qui surpassent un nombre fixe /n, 

(0 \^n I £») 

et proposons-nous de dymontrer que la suite , Xn>^ .., 

tend vers une limite. 

Dysignons par Oy la plus grande des quantitys 
par b^i la plus petite des quantitys 

on aura yvidemmetit 

^ ^ P'* 
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D’autre part, t’m^galite (i) peat s’^cnre 

— £» ^n-^p j 

d’ou 

^ji ^n+p 

Supposons Ti^v et changeons dans cette equation p en 
^ ^ V — /I j elle devient 


et, comme elle a lieu pour les valeurs n = m-\-i^ ? 

en d^duit 

Plus generalement, [x et v etanl deux entiers positifs quel- 
conques > m, et le plus grand des deux, on auia, par la 
combinaison des inegalites ci-dessus, 

^v. 

Done, tout nombre b est plus grand que tout nombre a 
Mais on a, d’autre part, 

byf dy ^ ) ””” (2 £v» 

quantity qui peut ^tre rendue < s en prenant v assez grand 
Done les deux sjstemes de nombres a et 6 determinent 
un nombre c. Ce nombre et le nombre ^v+p etant tons deux 
compris entre a^, et iy? ^tira 

1 ^v+p " ^ i 2 ? 

ce qui est pr^cis^ment la condition pour que les quantites x 
convergent vors c. 


10 . CoROLLAiRE. — Si les quantites Xn sont telles que 
Von ait toujours 

elles tendront vers une limite c ou croiti ont de maniere 
& surpasser finalement toute grandeur donnee E. 

En effet, supposons en premier lieu que, pour toute valeur 
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de la c[uaiitite positive 8 , on pnisse determiner un entier v 
tel que Ton ait constamment 

8 ) 

quel que soil p. 

Donnons a 8 une suite de valeurs 8 |, S^, . convergeant 
vers zero; soient v<, Vj, ... les valeurs correspondantes de v. 
Soil, d’autre part, n un nombre mais On aura 

I ^n-hp I ~ < ^nr\-p 

et, si Ton pose w -t- /? = va 4 - 

I /i-t-p 1 ^ Vit "'C ^/t. 

Si done on definit les quantites Sv*? • £/o •«* par la con¬ 

dition 

£«= h quand ^k<n< v^+i, 

on aura 

I Xn, — Xfi^p I <C Ejf 

Les quantites e,,, amsi definies, convergeant vers zero, les 
quantites tendront vers une limite. 

Supposons, au contraire, qu’il existe une quantite 8 pour 
laquelle il soil impossible de determiner une quantite v cor- 
respondante On pourra, quel que soit n, determiner un 
nombre n+p = ru tel que Xn^-— Xa soitaumoins egal a 8 . 
Nous pourrons done determiner une suite ilhmitee de 
nombres i, /i4, 712, .. , /ia, .. tels que Ton ait 

d’ou 

Ce nombre deviendra plus grand que le nombre donne E 

It / ' t 1 ^ x^ 

aes que k sera superieur a —g—• 

11 . Si la vatiable x tend vers la limite c, — x tend 
v^r$ la limite — e. 
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Cette proposition est evidente; cai cr a 

1^ — — 1- 

Si done on a ponr > v 

\Xr,~c\<£, 


on aura an m4me lamps 


12. Si la variable x tend vers une limite c diffirente 
de zero, ^ tendra vers la limite 

^ X 

Posons, en eflfet, Xa — c — 5^; on aura 


M 


!£.| 


I I 


c(o je j Ic-h £»| 1 (1 ! 5« i) 

quantitc qui devieadra <C e, d^s que n sera devemi assez 
grand pour qu’on ait 


Si X tend vers la limite zero, on pourra, quelle que soit la 
quantity positive E, determiner un nombre v tel que Ton ait, 
pour toute valeur de n plus grande que v, 


I 


E' 


d’qu 



Done - ne tend vers aucune limite. Nons conviendrons tou- 

X 

tefois de dire qu^il tend vers oo. 

Si, en tendant vers oo, x reste a partir d^un certain moment 
constamnient positif, on dira qu’il tend vers ^4-00 S il re^te 
constamment n^gatif, il tendra vers — oo 


13. Soient y deux quantites variables simuitani-- 
menty et prenant respectwement les suites de vaieurs 
jKi; • •'; yn] • * Si x, y tendent respeciwemeni vers 
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<^es limites finies c, d, x 4-jk et xy tendront vers les 
Unites c + of, cd. 

Posons, en effet, 


C = ?„, y^~-d = rin. 


On pourra, par definition, quelle que soil la quantite posi¬ 
tive 6, determiner deux quantites v< et vj, telles que I’oh ait 

‘si /1>V„ 
l^;n|<d, SI n>V2, 

et, par suite, 

U»|<d, lifln|<i5, si n>v, 


V designantla plus grande des quantites v, et Vj. 
Cela pose, on a 


I + — (C + rf) I = I I I-+-],% I < a$, 
I — ^^1 = 1 1 


Les seconds membres de ces megalites serqnt e si I’on 
determine I’arbitraire 8 de telle sorte qu’on ait en meiUe 
temps 



8<i, 


a< 


s 

I c I +1 I -I- I 


Notre proposition est dohc ddmontree. 

Si X tend vers oo, y continuant a tendre vers une limite 
finie d, on pourra, de meme, quelles que soient les arbi- 
traires E' et 8, determiner un nombre v tel que I’on ait 

l^»l>E', l 7 »—rf|<8, si n>v, 

d’oii 


\^>i + yn\ = \x!n + ya—d+d\^\Xn\~\yn—d\ — |rfl 
>E'-8-|rf|>E, 

si Ton choisil E' plus grand que E 4- 8 -|- |of|. Done, dans 
ce cas, X +y tendra vers oo. 
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Le produit xy tendra aussi vers oo, si d n’est pas nul. En 
effet, choisissant pour S une quantity < | rf|, on aura 


d’ou 
et enfin 






1 ^ny n — d)>'E, 


SI Ton choisit E' plus grand que 


E 


Si y tendait vers z^ro, en m^me temps que x vers oo, on 
ne pourrait rien affirmer a prion. 

Supposons enfin que x ety tendent tons deux vers oo. On 
ne pourra nen affirmer a priot i sur la somme x -hy. Mais 
le produit tendra evidemment .vers oo. 


14 De la combinaison des resultats qui precedent on 
d^duit immediatement la proposition suivante . 

Sou K{x^y, ..) une expression f ationnellequelconque 
des variables x^ y^ .... Si ces variables tendent simulta- 
nement vers les limites c, , R(^, y^ • * ) tendra vers 
Za R(c, rf, , ). 

Ce th^oreme est toutefois soumis a cette restriction que la 
suite des operations indiqu^es pour calculer R, connaissant 
x^ y^ puisse s’ex^culer efFectivement pour les valeurs 
particulieres x^c^y^d^.... 

Si done parmi ces operations figurenl des divisions, il faut 
que le diviseur ne soit pas nul 

15 . L’Arithmetique et FAlgebre comportent quatre opera¬ 
tions fondamentales ; addition, soustraction, multiplication 
et division. On pent en concevoir une cinquieme, conSistant 
k remplacer une quantite variable par sa limite. C’est Tmlro- 
duction de Cette nouvelle operation qui caracterise le Calcul 
mfimtesimal. 
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16 . IiTFisriMENT PETITS. — On donne le nom ^injimment 
peiU a tonte quantity variable qui tend vers zero; ceiui d’^n- 
finiment grand a loute quantity variable qui tend vers oo, 

L^imxrse d’un infinimeni petit sera done un mfimment 
grand) el r^ciproquenaent. ' 

La suite des vaieurs qu’on assigne succes- 

sivement a un inliniment petit 4 ?, doit avoir, par definition. 
z(5rc poui limite; on pent ne la souniettre k aucune autre 
reslnctioR. Mais on pent aussi, si Ton veut, Fassujettir a 
d’autres conditions : stipuler, par exemple, que ces quan¬ 
tiles seront positives, ou rationnelles, etc. Sauf ces restric¬ 
tions, qui devront ^tre specifiees dans chaque cas, on devra 
la considerer comme arbilraire. 

17 , Deux infiniment petits y seront independants, 
s’ll n^exibte aucune correlation obligatoire entre les vaieurs 

, ..,5.. yn, ... qu’on ieur attnbue respeo- 
tivement. 

Au contraire, s’lls sont li^s de telle sorte que, Xn ^tant 
connu, on puisse eii deduire/,,, on dira que est iin infini- 
menl petit dipendant de x, Cette d^pendance sera, en 
general, reciproque, de telle sorte que, yn ^tant connu, Xn 
pourra s’en d^duire. 

Deux infiniment petits x,y 6tant ainsi li^s, on dira qu’ils 
sont du m#me ordre, si, lorsque x tend vers zdro, — a pour 
limite une quantile conslante c diff^rente de o; y sera 
d’ordre plus ^lev6 que a?, si — a pour limite zero, il sera 

d’ordre moindre, si ^ tend vers oo. 

X 

On pent, dans la plupart des cas, prdciser cette notion, en 
mesurant par un nombre Fordre de grandeur d’un infiniment 
petit. On poum dire, en effet, que y est d’ordre a par rap¬ 
port a SI le rapport ^ tend vers une limite finie el diff^- 
rente de z 4 ro, lorsque x tend vers zero. 
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D’apres cette definition, une quantitey qui tend vers une 
limile finie sera un infiniment petit d’ordre z^ro; un mfini- 
meal grand y tel qite tende vers nne limite finie et dif- 
ferente de z6to sera un infiniment petit d’ordre — a. 

Dans tome question ou figurtent plusieurs infiniment petits 
x^y, ... dependant les uns des autres, on pourra choisir 
arbilrauement Tun d’eux comme etalon de mesure. Get 
infiniment petit pr incipal^ par exemple, ^tant consid^rd 
comme ayant pour ordre de grandeur I’unit^, y^ z^.,. auront 
des ordres de grandeur repr^sentds respeclivement par des 
nombres a, p, .... 

Le m^me procedd de comparaison serait applicable a des 
infiniment grands. 

18 Soient y un infiniment petit d*ordre a; A la limite 
vers laquelle tend quand x tend vers z^ro. On aura 

= d’ou 

h tendant vers zero avec x. 

Le premier terme se nomme la valeur principale 

de^. II repr^sente cet mfimment petit avec une erreur rela¬ 
tive qui d^crolt infiniment avec x. 

Si Ton veut ne pas se contenterde cette premiere approxi¬ 
mation, on aura a determiner la valeur principale du reste. 
SoitB.rP cette valeur principale; nous aurons une seconde 
valeur 

y A^H- 

approch^e jusqu’a Fordre p. On chercherait de m^me, s’il 
^tait utile, la valeur principale du reste, et amsi de suite. 

La determination des valeurs principales des infiiiiment 
perils et leur developpement en serie suivanl les puissances 
de Finfiniment petit principal, qui en est la consequence, 
formeront en grande parrie Fobjet de la premiere Parlie de 
ce Cours. 
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La solution de ce probl^me foiidamental fournit une me- 
tTiode d’approxiination precieuse dans toutcs les applications 
des Math^inatiques; mais la ne se borne pas son utilile elle 
pennet d’obtenir de&resultats d’une entiere ngueur, fondds 
stir la proposition suivante. 


19. Le rapport de deux infiniment petits du m&me 
ordre^ y et z, ayant j ei^pectwement pour valeurs princi'- 

A 

pales Ax^ et a pour limite -g*- 
On a, en effet, 

y =:ar“(A -f-A), z 4- 


A el /: tendant vers z^ro avec x Done 


lim! 


; lim 


A 4- A_A 


II — Ensembles. 

20. Soient a?, jK? ••• des quantiles variables; nous appel- 
lerous point un systfeme de valeurs simultanees a, A, 
donn^ a ces variables; ecart de deux points = (a, A, ) 
et p = (a', A',...) Fexpression 

pp:=i\d--a \ 4-^ j A'—A] 4- 

Si cet ecart est nul, les deux points coincident, el recipro- 
quement. 

On dira que le point /? = («, A,. ) est la hmite d’une 
suite de points 

Pjrr (^1, , Pn^ • •)’ * » 

SI Tecart ppu a pour limite zdro lorsque n croit md^fmiinent, 
ce qm revient a dire que Xa^yn, ont respectivement pour 
limites . . 
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On nomme ensemble toute colIectioE de points, en 
nombre fim ou infini. Un ensemble aura autant de dimeri’- 
sions qu’il figure de variables a?, j, ... dans la definition de 
ses points. 

On nomme point limite d’un ensemble E tout point qui 
est la limite d’une suite de points de E. Le systeme de ces 
points hmites forment un nouvel ensemble E', qu’on appelle 
le derive de E. 

Cpnsid^rons, par exemple, le cas d^une scale dimension. 
D’apres les definitions pr^cddenles, Tensemble des nombres 
entiers n’a pas de point limite. 

Gelui des fractions j, . a un point limite = o. 

Celui des nombres rationnds et <6 a pour derive 
Tensemble des nombres reels J a et 5 6 

Ce dernier se confond avec son d^ve. 

On volt par ces exemples qu’un ensemble E pent contenir 
des points qui n’appartiennent pas k son derive E', et reci- 
proquement. 

Si an point ...) appartienl a E sans appartenir 

k E^, on pourra, par definition, trouver une quantite e telle 
que tout autre point de E soit dcarte de p de plus de e. On 
dit dans ce cas que p est un point isole dans E. 

21. Nous appellerons ensemble parfait tout ensemble 
qui contient son derive, 

Un ensemble E', detwe d^un autre ensemble E, est ne- 
cessairement parjail. 

Soiten effet % un point limite deE^ On pourra, par hypo- 
these, determiner dans £' un point />' tel que P^cart p^iz 

soil < -• D’autre part, j>' ^tant un point limtle de E, on 

pourra ddterminer dans E un point p tel que I’dcart pp' soit 

< Cela posd, soil 


/) = (a,^,...), p' = (a',b', ...), 


5t = («, 
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on aura 

piz = \a — (x, j-^ 1 6 — (3 I“H... 

Done Tz est un point iimite de E et appartient a E'. 

22. Si I’ensemble E ne contient pas tons les points pos¬ 
sibles, les points qui ne lui appartiennent pas ferment nn 
ensemble complementaire E*. 

Soient respectivement E', E^ les ensembles derives de E. 
£i. Tons les points de I’espace pourront 4tre r^partis en 
trois classes : 

I® Ceux qui appartiennent a E, sans appartenir k E,. 
Pour chacun d’eux p on pourra assignor une quantity e telle, 
qae tout point donl I’^cart a/> est < e n’appartient pas a E*, 
et par suite appartient a E. Nous dirons que les points de 
cette classe sont intirieurs a E (et exterieurs a £<). 

2 ® Geux qui appartiennent k E|, sans appartenir a E'. Ces 
points seront exterieurs a E et intirieurs a E^, 

3® En0n ceux qui appartiennent en mime temps a I’un 
des ensembles E, E| et au dirivi de Tautre. Ces points con¬ 
stituent la frontlere commune des deux ensembles E, E|. 

II existe toujoars des points ftontieres^ Soient en efiet 
p = 6 ,...) et = (a, p,. ) deux points quelconques, 

cholsis respectivement dans K et dans £|, et soil n un entier 
arbitraire. Considirons la sene des points 

[a^. 6-t-g(j3_*), . j, 

oil m prend successivement les valeurs o, i, .. 2 ". Le pre¬ 
mier point de cette suite ist p et appartient a E; le dernier 
est n et appartient a £ 4 . Soient p^ le dernier des points de 
cette suite qui appartienne 4 E; le suivant. On aura 

p^==[a.--h 6), .. ], 



VARIIBLSS R^IELLES. 


21 


tji et Uji etant deux fractions comprises eatre o et i, ayant 
pour difference ^ et dont la premiere ne decroit jamais, et 

la seconde ne croit jamais lorsqu’on fait croitre n 

Supposons d’abord qu’il n’existe aucune valeur de n au 
deia de laquelie t,i cesse defimtivement de croitre on Un de 
decroitre. Les quantites tn et Un tendront vers une limite 
commune 9, et les points ... d^une part, 

. . d’autre part, auront pour limite le point 

Ce point appartiendra done a la fois a F7 et a E', et, comme 
il appartient necessairement a E ou a E<, ce sei'a un point 
frontiere. 

Supposons, au contraire, qu’a partir d’une valeur v de /i, 
tnj par exemple, cesse de croitre et reste egal a d^- 

croitra et tendra vers ty; les points Ttv? ••• tendront 

done vers Ce point appartiendra done a et, comme il 
appartient a E, e’est encore un point frontiere. 

23. Iaz froneiereF^ dontCexistencevientd^etre etablie, 
consiitue un ensemble parfait, 

Soit en effet q un point limite de F; F contiendra une 
suite infinie de points qm .. • convergeant vers q. 

Si parmi eux il y en a une infinite appartenant a E eta E', 
leur poinf limite q appartiendra a E' et a E'', d^riv^s de E et 
de E'. Mais E',, etant parfait, contiendra son derive. Done q 
appartiendra a la fois a E' et a E', et, comme il appartient 
n^cessairement a E ou a E|, ce sera un point frontiere 

Si, parmi les points q^^ ..., il nVii existe qu’un 

nombre born^ appartenant a E et a E', les autres, en nombre 
infini, appartiendront a E| et E', et la consequence sera la 
m6me. 

24. Quant aux points int^neurs ou ext^rieurs, leur exis¬ 
tence n’esl pas n^cessaire. Il est Evident, par exemple, que 
si Ton prend pour E I’ensemble des nombres rationnels, 
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pour El celm des nombres irrationnels, il n’y aura aucun 
poin!; qm ne soil contenu dans la frontiere. 

Les ensembles parfaits qui contiennent des points inte- 
rieurs presentent un int^ret particuher, et il convient de les 
caract^riser par un nom special. Nous les appellerons des 
domaines. 

25. Un ensemble E d’une seule dimension est dit borne 
supirieurement {injerieuremeni)^ si tous les nombres qui 
ie composent sonfc mf^neurs (superieurs) a un nombre 
fixe L. 

Solent) dans ce cas, F Fensemble des nombres plus grands 
(plus pelits) que tous ceux de E; F| son compl^mentaire. Il 
existe un nombre frontiere M, lequel jouira de la double 
propn^t^ ’ I"’ que E ne contient aucun nombre > M(< M); 
2 ^' qu’il en contient qui sont > M — £(< M e)? quel que 
soit le nombre positif e. 

Ce nombre M s’appellera la borne supirieure ou le maxi-’ 
mum (borne/«/e/fe^/7*eou minimum) de E. Il pent, suivani 
les c'asj raster en dehors de Fensemble E ou lui appartenir. 
On dit, dans ce dernier cas, que E atteint son maximum (son 
minimum). Cetle circonstance se pr^sentera n^cessairement 
si E est tin ensemble parfait. 

Si plusieurs ensembles E,, E 2 , ... admettent respecti- 
vement des maxima (ou minima) M|, Ma, . il est clair 
que Fensemble E, r<5sultant de leiir reunion, aura pour maxi¬ 
mum le plus grand (pour minimum le plus petit) des 
nombres M|, M 2 , — * 

Si r^ciproquemenl on decompose un ensemble E admet- 
tant un maximum (un minimum) M en ensembles partiels Ei, 
Ea, ceux«ci admettront des maxima au plus egaux a M 
(des mihima au moins egaux a M). 

26. Consid^rons plus gen^ralemenl un ensemble E Si un 
nombre quelconque de dimensions. 

Soient (a. 6,...), ... ses points. Nous dirons qu’il est 
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borne si I’ensenible de toutes les valeiirs des modules [a|, 
[ 6 [, .. pour ses divers points admet un ma-ximiim u Dans 
ce cas, les nombres a, 6, . , etant compris entre — jji el 

+ [x, forment un ensemble bornd en dessus coinme en 
dessous. 

U^ciproquement, si Pensemble des nombres a, fe, . , 
admet un maximum M et un minimum m' Tensemble E seia 
born^j car les modules [<^1? |^|, . ne pourront surpasser 
ie plus grand des deux nombres [ M |, | m [ 

27. Tout ensembie borne qui contient une infinite de 
points admet au moms un point limite, 

Supposons, pour fixer les idees, qu’il s’agisse d’un en¬ 
semble Ea deux dimensions, soient (< 2 , 6), .. ses points. 
Soient M et m les deux nombres fixes entre lesquels tous les 
nombres a el b sont compris. 

Partageons Fintervalle M—/?z en n mtervalles ^gaux. 
Chacun des nombres a, b tombera dans Fun de ces inter- 
valles Groupons en un ensemble partiel tous ceux des 
points de E dans lesquels a el b tombent respectivemeiu 
dans les m^mes mtervalles. Nous obtiendrons ainsi n- en¬ 
sembles partiels, dont la reunion constitue E. L’un au moms 
de ces nouveaux ensembles devra contenir une infinite de 
points; et si {a^b)^ (a', 6') sont deux de ces points, leur 

^cart, \a — a‘\~\-\b — 6' |, ne pourra surpasser 2 —• 

Operant sur Ej comme sur E, on le decoraposera en 
ensembles partiels, dont Fun au moins, E 2 , contiendra une 

infimtd de points dont Fdcart ne pourra surpasser 2 ^ . 

On operera sur Eg comme sur E<, et ainsi de suite. 

Cela pos^, soient 

un point choisi a volontd dans E^; 

/?2 tin point diff(5rent de/?|, choisi a volonte dans E>; 

un point different de px et de //a, choisi a volont<S dans Et, 


et ainsi de suite. 
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Ces points />4 5 /? 2 ?/> 3 ) ••• tendronl ^vidcmment vers un 
point Iimite tc. 


28. Nous pouvons ajouter la remarqne suivante, qui nous 
sera souvent utile : 

Soit £ une quantile quelconque. La suite p\^ • - con- 

lient un point dont I’ecarl a 7t est < e. Soit £| un autre 

nombre, moindre que ~ et que les hearts La 

suite contiendra un point p^^^ dont F^cart a n sera < e<, et 
I’indice sera > a. Soit £2 un nombre moindre que les 

hearts p^^Tz et que Ja suite contiendra de mdme 

un point p^^ dont F^carl a tc sera < et 0 L 2 sera > ; et 

ainsi de suite. 


On obtient ainsi une infinite de points successifs pa, Pa^^ 
Potti •»• ayanl pour limite tc, et tels : i® que les indices a, a*, 
aa, ... aillent en croissant; a® que Fecarl de a tt soit 



29. Soient E et E' deux ensembles formas par des points 
de m^me nature 

Les hearts des divers points p de^E aux points de E' 
ferment un ensemble de nombres non n^gatifs 11 est done 
borne mf^neurement, et admet un minimum A, positif ou 
nul, que nous appellerons Vecart des ensembles E, E'. Si 
cet ^cart est > o, nous dirons que les ensembles E, E' sont 
separes, 

30. Si deux ensembles homes et par fails E, E' qui 
n^ont aucun point commun ont pour ecart A, il$ contien- 
dront du moins un couple de points ayant pt echement A 
pour ecart mutueL 

Soient, en efFet, p = {x,y ,. les points de E; 
p* = •••)?• * ceux de E'. Associons-Jes deux a deux 
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de toutes les manieres possibles de maniere a former de non- 
veaux points pp*=[x^y^ . . .) dependant d’un 

nombre double de variables. L’ensemble EE' de ces points 
sera evidemment borne etparfait. 

Cela pos^, SI E 8t E' ne contenaient aucun couple de 
points dont T^cart fut A, ils contiendraient tout au moins 
un couple de points p\ dont Tecart serait moindre que 
A + e, s etant un nombre donn^ qui peut 4tre choisi a 
volonte, 

Soientrf r^cartde p^k et £| un nombre < rf et < -• 

On pourra determiner un nouveau couple de points /? 2 , 
dont I’^cart soil < A -h £< • 

Continuant ainsi, nous obtiendrons une suite infinie de 
couples Pk^ p\] • • • 5 > ••• dont les ecarts mutuels 

convergent vers A. Les points correspondants 
Pup\i de Fensemble EE', ^tant en nombre mfini, admettent 
au moins un point limite pp\ oA les deux points compo- 
sants />, /?' auront pour ^carl A. Mais p est une limite de 
Fensemble des points p^^ pn^ ... qui appartiennent 
tous a E; c’est done un des points limites de E; et comme 
cet ensemble est parfait, il contient p. On vojt de m^me 
que E' contient /?', Le ih^oreme est done d^montr^, 

L’ecart A ne peut 4tre nul, car s’ll F^tail, p et /?' se con- 
fondant, E et E' auraient un point commun centre Fhypo- 
these. 

31. Nous disons qu’uu ensemble parfait et borne est d’«» 
seal tenant lorsqu’il ne peat 4tre decompose en plusieurs 
ensembles parfaits s^pares. 

On voit ais^ment que le caractfere distinctif d’un pareil 
ensemble est le suivant 

Entre deux quelconques de ses points />, /?', on pent 
toujourSf quel que soit s, intercaler une chaine de points 
intermediaires appartenant d Vensemble^ telle que Vicart 
de deux points consecutif^ soit -< e. 
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Cette condition est neces^aire. En effet, supposons que 
pour une valeur donnee de s elle ne son pas satisfaite Asso- 
cions au point p d’abord tous ceux des points de E dont I’e- 
cart a /> est < e, puis ceux donl F^cart a Fun de ceux-ci est 
< e, et ainsi de suite. Tous les points ainsi groupes forment un 
ensemble E^ Les autres points de E forment un ensemble Ea, 
contenant au moms un point /?', et dont F^cart a E^ est 
D’ailleurs chacun des ensembles Ej, Eg est parfait Soit, en 
effet, un point limite de Ei. II appartient a E, qui est sup¬ 
pose parfait, d’ailleurs, il existe des points de E* dont il est 
dcartd de moins de e. Done il appdrtient a E 4 et non k Ea* 

Soit, d’autre part, 4 un point limite de Ej. 11 appartient 
a E; et, comme il existe des points de Eg qui en sont ecart^s 
de moins de e, il ne peut appartenir a £ 4 ; done il appartient 
a Ea. 

R^ciproquement, cette condition est suffisante. En effet, 
supposons E decomposable en deux ensembles parfaits s(5- 
par^s El, Ea; soient 8 leui^ 4cart, />2 deux points pris 
respectivement dans E 4 et Ea; si on les relie par une chaine 
quelconque de points interm^diaires, on aura necessairement 
deux points cons^cutifs appartenant Fun a E^, Fautre a E^. 
Leur ^cart est done 58 ; et la condition de Fenonc^ ne sera 
pas remplie, pour les valeurs de e moindres que 8 . 

32. La proposition qui precede entraine cette consequence 
evidente : 

Un ensemble £ forme par la reunion d^un nombre 
quelconque ensembles d^un seal tenant Ei, Ea, ... dont 
chacun a au moins un point commun a^ec Vun des prece-- 
dents est lui’-meme d'un seul tenant 

33. Un ensemble d^un seul tenant E, s\l ne se compose 
pas dlun seul pointy se confond as>ec son derive E^ En effet, 
il le contient, par definition. Mais, d’autre part, il y est con- 
tenu. Soient, en eflFet, p^p! deux points arbitrairementchoisis 
dans E. On peat intercaler entre eux, une chaine de points 
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pi, /> 2 j *.. telle que Fecart de deux points consecutifs qnel- 
conques, et nolamment celui de/i a/ 7 j, soil Soient d cet 

dcart; ©i un nombre < <a?et <; ^* On peut trouver de la m^me 

mam^re un nouveau point p^, dont Fecart a p soit < £ 4 * Con¬ 
tinuant de ni4n!ie, on obtiendi’a une suite infime de points 
P 4 ,/> 2 , . , convergeant vers p. Done, p appartient a E'. 

34» On peut encore remarquer qu’wn ensemble E, d^un 
seiil tenant et d^une seule dimension, qui contient deux 
nombres donnes aetbj contienttout nombre c inter median e 
entre a et h* Soient, en effet, .. une suite de nom- 

bres iniermi^diaires entre a et c et convergeant vers c, 
^ 4 , Aj, . •. une suite de nombres intermediaires entre et e 
et convergeant vers c* On pourra, par hypolhese, mtercalet* 
entre a €lb une ebaine de nombres appartenant a E, et dont 
les ecarts successifs soient momdres que hn —Uun au 
moins de ces nombres interm^diaircs tombera entre an et bn. 
D^signons-Ie par Ow Soit £< Fecart | — c |, on peut trouver 

dans les suites ai, a^y et b\, 62 , deux nombres 
dont Fecart soit cCsi, puis determiner dans E un nou¬ 
veau nombre toinbant entre et et ainsi de suite* 
Les nombres ... convergent*vers c Done c est une 

Iimite de E, et, comma E est parfait, c est I\m de ses points. 

Si Fensemble E est borne, il admettra un maximum M et 
un minimum m] elant parfait, il les atiemdra, 11 est done 
form 6 par le sysleme de tous les nombres r4els qui sont 
et 

Si E n’est born4 que sup^neurement (inferieurement), il 
sera forme par Fensemble des nombres reels qui sont 
(qui sont 5 m). 

S'll n’est born^ dans aiicun sens, il contiendra tous les 
nombres possibles. 

38. Soit E un ensemble borne, forme des points/?,/><, — 
Les itoTts de ces points, pns deux a deux, forment un 
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ensemble de nombres posidfs qui est born^. 11 admet done 
un maximum d que nous appellerons le diam^tre '^de Ten- 
semble E. 

36. Nous allons chercher, d’autre part, a pr^ciser la no¬ 
tion de Vetendue de cet ensemble {k laqiielle nous pourrons 
donner en particulier Ic nom de longueur, d^aire ou de 
volume, lorsque le nombre des dimensions se reduit a i, 2 
ou 3). 

Considerons, pour fixer les id^es, le cas de deux dimen¬ 
sions. Chaque point {?) de E pourra 4tre repr^sente 
geometnquement ?ur un plan dont el p sont les coor- 
donnees. D^composons ce plan, par des paralleles aux axes 
coordonnes, en carrds de c6l^ r. 

L’ensemble de ceux de ces carres qui sont interieurs a E 
forme un domame S int^neur k E; Fensemble de ceux qui 
sont interieurs a E ou qui rencontrent sa fronli^re forme un 
nouveau domame S -}- auquel E est int^rieur. Ces do- 
maines ont des aires determinees que nous representerons 
^galement par S et S + S\ 

Faisons varier notre decomposition en carres, de telle 
sorte que r tende vers ^^ro, les aires S S -4- S' lendront 
vers des lintites fixes. 

En efifet, considerons, par exemple, les aires S. Celles de 
ces aires pour lesquelles r reste au-dessous d^un nombre 
fixe p sont bornees, car elles sont toulcs contenues dans un 
m4me carriJ de odie M —M el m designant le 
maximum et fe minimum defs coordonnees u, 9 dans Fen- 
sembie E. Soil A leur maximum. On pourra trouver une 
decomposition d^termm^e pour laquelle S prenne une va- 
leur S| plus grande que A — e. Soil 8 F^cart entre la Iron- 
tiere de E et celle du domame S|. Considerons une autre 

decomposition quelconque ou r soil < L’ecart nkaximum 

dedeux points d^lin m4me carrd j sera < 8. Done tous ceux 
de ces carres dont un point appartient k seront en entier 
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dans I’lnteneur de E. Done le domaine S contiendra et 
Ton anra 

S ^ S| A. — £ j 

d’autre part, S^A. Done les sommes S auront bien une 
limite egale a A. 

D’autre part, les aires S + S', n’elant pas negatives, sont 
borages inferieurement, et admettent un minimum a* 

II existera une decomposition determmee pour laquelle 
S + S' prendra une valeur S| + S*, momdre que 
Soil S I’dcart jdes fronti^res de E et du domaine Si-f-S',* 
Considerons une autre decomposition quelconque oit r soit 

< Tous les carr4s dont un point appartient a E Ou a sa 

fronti^re seront int^rieurs a Si •+• S'^. On aura done 

S -i- S| “f* SI <c 05 £. 

D\utre part, S-f*S'>< 2 . Done a est bien la Jimite des 
sommes S + S'. 

Comme on a S S'5 S, a sera au moins egal k A. 

Nous appellerons A l^aire interieure de E, a son atre 
exterteure- Si S' a pour limite z^ro, nous dirons que E est 
quarrable et qu’il a pour aire la quantity a = A. 


37. Soit E un nouvel ensemble inteneur a E L'aire ext^- 
rieure de E', et a fortiori son aire interieure, seront 
moindres que I’aire interieure de E. Soit, en efFet, 8 Tdcart 
des frontieres de E et de E'. Si Ton decompose le plan en- 


A 

Carres de c6t^ < jy il est evident que tous les carrfe non 


ext^rieurs a E', et aussi les carr^s adjacents, sont int^neurs 


k E. L’aire interieure de E surpasse done Taire exterieure 
de E' d’une quantite au moins egale a la somme de ces der- 


niers carrfe. 


38. Supposons enfin E forme par la reunion de plusieurs 
ensembles partiels E^, .. et considerons une decompo-^ 
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silxon quelconque du plan en carres. Soient re&^pcctiveaient 
S, Sj, S>y , . l^s sommes des carres inteneurb, a E, Ei, 
Eiy S^, S',, S', . celles des carres qui tencourrent 

leurs frontieres. Tout carre mterieur i run 'des enseitihles 
E,, ... Test a E, et, d’autre part, tout caru* non Ovte- 

neur a E est necessairement non eKlerieui a run au moms 
des ensembles Ej, Ej, .. ; on aura done 

S > Si H-Sj- 4 -, , S-{-Si H-S jSj H~ $2 •+* ) 

el, en passant a la limite, 

A ^ Ai«+“ A35 “i~ . , H-^2 ^ 

A|, A2, et ai, ^2, ... representant les aircs mierieures 
et exterieu’es de E|, E45 Les inegahtes ci*dessus se 
changent d’ailleurs en 6 galites, 51 E^, E2, . sont quar- 

rabies, 

39 , On pent concevoir une infinite de decompositions du 
plan en regions elementaires quarrables Aai, Ac^2? ••• dont 
le diametre ne surpasse pas un nombre donn^ p. Consid^- 
rons line suite quelconque de decompositions de ce genre, 
dans laquellc p tende vers zero. La somme S Aar, etendue aux 
elements int^neurs a E, aura pour limite A, aire inlerieure 
de cet ensemble. 

■Yous pouvons, en effet, determiner une decomposition du 
plan en carres, telle que la somme S des aires des caires inte- 
rieiirs a E soit >> A — e; soil 0 Fecart des fronlieres de E et 
de S. Des que p sera devenu < 8 , tout element Aa- qui a un de 
ses points dans S sera tout entier mterieur 4 E, L’aire S At 
contiendra done a ce moment Taire S, et sera >A—s 
Mais, d’autre part,,elle ne peat surpasser A. En efict, soil 8 ' 
I’ecart entre sa frontiere et celle de E, concevons luie autre 

decomposition en carrds, de c 6 t^ < — Tons ceuv de ces 

2 

carres qm out un point conimun avec Faire S Acr seiont inte- 
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neurs a E La somme dejs aires des cams inleneuib est 
done au moms egale a S Aa-, niais elle ne surpasse pas A. 

Done A est bien la liinite des sommes S A^. 

On voit, de la ]?i^me maniere, que la somme SAcr, eten- 
due, non seulement aux elements inteneurs a E, mais aussi 
a ceux qui rencontrent sa frontiere, a pour bmite Taire exte- 
rieure a. Par suite, la somme ci-dessus, bornee a ces de¬ 
ments fr^ntieres, tendra vers zero, si E est quarrable 

40. Les considerations qui precedent sont evidemment 
applicables aux ensembles d’un nombre quelconque de di¬ 
mensions On pourra determiner, pour chacun d^eux, une 
eteRdue inlet ieut e on une etendue exter leure Si celles-ci 
coincident, I’ensemble sera mesurable. 


III. — Fonctions born6es. Fonotions inUgrables. 

41. Des quantiles variables, a?, y, sont dites indd- 
pendanteSp sbl n’existe entre elles aucun lien, de telle sorte 
qiic chacune d’elles puisse encore prendre toutes les valeurs 
dont elle est susceptible, aprSs qu^on a fix6 ia valeur des 
autres 

Soit, au contraire, u une nouvelle variable, liee aux pre- 
cedentes de telle sorte qu’i chaque point (:p, appar- 

lenant a un certain ensemble E corresponde une valeur 
d^termin^e de u. On dira que cette relation d^finit a comme 
foncCion de , . dans I’ensemble E. 

Une fonction de x^y^ ... pent se repr^senter par la nota¬ 
tion/(^, ), Si Ton considere siiaultanement plusieurs 

foEcUons ditii5reates, on pourra les designer respectivement 
parF(ir,y, ), ?(r,y, ), ... en changeant la Iettr€ 

imtiale 

La definition qui precede est d’une telle g^n^ralite qu’il 
est evidemment impossible d’^tablir aucune propriete appli¬ 
cable a toutes les fbuctidns sans exception. Des hypotheses 
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testrictives sont, ea effet, n^cessaires pour servir de base a 
un raisonuemenl quelconque. 


42. Fonctio^ts BORN^iEs. — Une fonctioii/(a7, y,.. ) est 
dale botnee) dans un ensemble E pour leqtrel elie est definie, 
si les valeurs qu'elle prend pour les divers points (^, ...) 

de cet ensemble forment un ensemble borne. 

La somme, la difference et te produit de deux fonc^ 
lions bornies / ^ sont des /bnotions bornees; car on a 

i/±9l<!/l 


Si / est une fonction bornSe et si le minimum de son 
nodule nest pas nul, j sera igalement bornie; car on a 




43. Soit...) une fonction bornee dans un do* 
maine E, donl Fdtendue, que nous supposerons mesurable, 
sera igalement reprdsentde parE. 

Ddcomposons £ en domaines dldmentaires mesurables et, 
... D^signons par m le maximum et le minimum 
de la fonction/* dans E; par Ma, /Wa son maximum et son 
mmimum dans ^a; et formons les sommes 




$ 



mtc*. 


Ckmune on a ^videmmeat 


Svet & seroM composes entre 
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et 

^ jmca = w 2 == E, 

et leurs modules seront au plus egaux a LE, L d^signant le 
plus grand des deux modules jM] et | m j [ou le maximum 
da module de /(^, JK, • • •) dans le domaine E] 

44. Th^oreme de M. Darboux. — Si nous faisons varier 
la decomposition en ele'mcnts, de telle sorte que les dia- 
metres de ces elements tendent vers zero^ les sommes S 
et s tendtont vers des Limites fixes, 

En effet, considerons, par exemple, les diverses sommes S 
Leurs ^aleurs ferment, comme nous venons de le voir, un 
ensemble born^, lequeJ admet un minimum T. Et ]’on peut, 
quei que soit e, determiner une decomposition A', telle que 

la somme correspondante S'soit comprise entre T et T -f- -• 

2 

Soient les elements de cette decomposition, /ileur 

nombre; on aura 

« » 

1 1 

Soit A une autre decomposition quelconque. Nous y dis- 
tinguerons plusieurs sortes d’elements : i® ceux qui sont m- 
terieurs k Tun des elements par exemple a 

nous les designerons par e^ij 2 ® ceux qui em- 

pietent sur plusieurs des elements nous les desi- 

gneroiiLS par e\, Cj, .... Nous representerons enfin 
par Ma^, M'^ les maxima de /dans les elements e[. On 
aura evidemment 

Mi = M, 

A, I / A 

et enfin, si S designe la somme correspondante k la ddeom- 
T. — I. 


2 
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position consideree, 


kti 

k t 

<S'—+ M^e/ 

5T+ ^ +2(M — 2*^^' 

* \ ‘ 

= T + i + (M-fli)2/ 


Enfin, T 6tant le minimum des somroes S, on aura 

S^T. 

De ces deux in^galit^s r^suite immddiatement la preuve 
que, SI le diametre des ^yments tend vers zdro, S tend 
vers T. En elFet, les domaines ..., e„ dlant mesurables, 

la difference entre e* et la somme^e*, des nouveaux ele¬ 
ments qui lui sent inteneurs tendra vers zero avec le dia¬ 
metre de ces elements. On pourra done, apres avoir choisi e 
aussi petit qu’tm voudra, ce qui fixera le nombre n, assigner 
un nombre 8, tel que si tons les elements ont un diametre 

<5 chacune des n sommes e*—devienne moindie 

gue--- Des lors, S sera compris entre T et T-f- e. 

’ 2«(M —m) 

Ce nombre T se nomme Xintigrale pai exces de la fonc- 
tion f{x, yi •••) dans le champ E. 


48. On voit exactement de la meme maniere que les 
sommes s admettent un maximum t et que, si I’on fait varier 
la decomposition de telle sorte que le diametre maximum 
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des ^l^ments tende vers z^ro, la somme tendra vers t. Ce 
nombre sera Vintegrate par defaut de la fonction / dans 
le domaine E 

46* Remarques. — i® Si E est form4 par la reunion de 
plusieurs domames mesurablesEi, E 2 , on pourra decom¬ 
poser ceux-ci en 4l^ments infimment petits et 

former pour cbacun d’eux la somme La somme 

correspondante pour le domaine E s’obtiendra par FaddiUon 
de ces sommes partielles. Passant a la limite, on voit que 
Fint^grale par exces de la fonction /, pour le domaine E, est 
egale a la somme des integrales analogues pour E| 5 E 2 , *1 

De m4me pour Fmt^grale par defaut. 

2 ® Nous savons qu’on pent determiner une suite de do- 
maines mesiirables E^, .. , Ey^, dont chacun soit inte- 
neur au suivant et a E, et tels que leurs etendues aient pour 
limite E. L’lnt^grale (soit par exces, soit par defaut) dans le 
domaine E sera la limite vers laquelle tend, pour n = 00 , Fin- 
t^grale dans le domaine E^. En effet, la difference des deux 
integrales est egale a Fint%rale prise dans le domaine E — E«, 
et son module sera au plus ^gal a L(E —E^), quantite qui 
tend vers z^ro quand n lend vers 00 . 

3® Nous avons admis, dans tout ce qui pr^cMe, que le 
domaine E a une ^tendue mesurable. Une nouvelle defini¬ 
tion nous permettra de supprimer cette restriction Onpeut, 
en effet, toujours consid^rer E comme la limile d’une suite 
de domames mesurables E|, E/„ . dont les etendues 

convergent vers une hmite qui, par definition, n’est autre 
que F^tendue mterieure de E. L’mtegrale (par exces ou par 
defaut) dans tendra, pour = 00 , vers une limite deter- 
mm^e. En effet, la difference enlre les integrales dans E,^ 
et > n) aura son module auplus egal a 

L(Ey«—En) <L(E — En), 

quaniite qui tend vers zero quand n croit indefiniment. Nous 
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considererons ceite Iimite de Fmtegrale dans E,y comme 
lepr^sentant la valeur de Fmtegrale dans E. 


47c Nous appellerons oscillation de la fonction / dans 
Fdement la difference Oa== Ma— /wa entre son maximum 
et son minimum. Cette difference ne pouvant ^tre negative, 
la difference 




entre les deux mtegrales par exces et par defaut iic pourra 
etre negative. Cherchons a quelles conditions elle sera nulle. 
Remarquons, a cet effet, que, T etant le minimum des 

sommes et t le maximum des sommes ^^a^a, 

T — ^ sera le minimum des sommes ^Oa^a. 

Cela pose, soil e un nombre positif choisi a volonte et con- 
siderons une decomposition quelconque de E en elements 
ei, .. , ^A, ... Soient ... ceux de ces elements dans les- 
qiiels Foscillation Of surpasse e, <?/, .. les autres elements 
ou Foscillation 0;=e. On aura 

(0 20*e* = 20,e, + ]|^0/e/>s^e,. 


Mais, d’autre pari, 0/= ne peut surpasser M — m 

et 0/< £; done 

^ (M — /«) + e E. 

Si done il est possible de determiner s de telle sorte que 
pour aucune decomposition ne s’abaisse au-dessoub 

d’un nombre positif fixe X, la somme ^Qa^a sera toujours 
superieure a sX; et son minimum T — ^ ne pourra etre 
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moindre que ek. contraire, si, quel que soil e, on peat 

troaver ime decomposition oxi soit momdre que tout 

nombre positif donn 6 , on pourra, en prenant s assez petit, puis 
choisissant une decomposition convenable, faire decroUre 
autant qu’on voudra les deux termes du second membre 

de ( 2 ) et rendre ainsi ^ Ok^k momdre que tout nombre 

positif donne. On aura dond 

T-^ = o. 

4f8. Fonctions iNTioKABLEs. — Une fonction y? * * •) 
est dite mtegrable dans le domaine E, si ses deux integrates 
par exces et par ddfaut 

T=!= lira ^ 

prises dans ce domaine, coincident, ainsi qu’il vient d’etre 
expliqud. Soit, dans ce cas, (^*,>*^ 5 ...) un point choisi 
arbitrairemCnt d^ns I’dldment ek\ on aura dvidemmeni 

d’ou 

La somme 2/(ar*,...)e* tendra done encore vers la 

meme limite que les deux sommes prdeddentes. Cette limite 
se nomme Vintegrate de la fonction /dans le domame E. On 
la reprdsente generalexnent par la notation 

.. )de, 

est an signe de sommation, qai signifie limite de somme; 

de repr^sente I’un des ^l^ments infiniment petits ci-dessus 
d^sign^s par e*, il est sous-entendu que dans 
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chaque terme de la somme on doit substituer dans f aux 
variables .. leups valeurs en un point de 1’element de 

que I’on considere, enfin la letlre E, mise en indice, denote 
le champ de I’lntegration; on. pent d’ailleurs la suppnmer 
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguite a craindre. 

49. II est clair que la valeur de I’integrale I ne depend 

pas des variables de sommation JK? • ? ra^ns seulement de 

la nature du champ et de celle de la fonction f. Elle sera 
d’ailleurs comprise, d’apres ce que nous avons vu, entre ME 
et J 72 E, el son module ne pourra surpasser LE 

Ces dermers resultats sont susceptibles d’etre un peu gene¬ 
ralises. Supposons que / soil le produit de deux fonctions o, 
i}/ dont la premiere soit intdgrable et reste positive dans le 
champ E. Soient M', ml le maximum et le minimum de A 
dans ce domaine; on aura 

= )ei 

et, en passant a la limite, 

•• ...)de 

= OT'^q)(r, y, )de, 

et, par suite, 

.. .)'}'(^t7> • •)de, 

[A etant une quantite comprise entre M' et m'. 

Cette proposition porte le nom de theoreme de la 
moyenne. 

50. Si le champ E est form^ par la reunion de plusieurs 
domames mesurables Ei, E^, . Tint^grale E sera ^videm- 
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ment egale a la somme des integraies relatives a ces champs 

Si E n’est pas mesiirable, nous le consid^rerons, ainsi 
qu’au n® 46, comme limite d’une suite de domaines mesu- 
rables E|, .E^, . La limite des valeurs des mtegrales 
prises dans ces domaines sera, par definition, la \aleur de 
I’lntegrale dans E. 

51. Soient /', /'', ... des fonctions integrables dans un 
domaine E; I', F, . . leurs mtegrales; e', c", ... des con- 
stantes. 

La fonction 

sera integrable et aura pow integrate 
I=:c'F^hC^FH-. .. 



II suffit, pour le voir, de passer k la limite dans Pidentite 

• • •)6ic= d • • •)^k 

+ .)«* + • • 

52. Le produit ff de deux fonctions intigrahles est 
integrable. En effet, soient M', m' et M'',, /n" les maxima et 
minima de /' et f" dans E; et , m\ leurs maxima 

et minima dans Ck] O', 0", O]^, 01 leurs oscillations dans les 
m^mes domaines. 

Supposons d’abord que et /n" soient positifs; m'k , , 

M'^, I’etant a fortiori, on aura, dans tout Pelement 

L’oscillation Oa du produit dans cet element est done 
au plus egale a 

/n';) + <(M1 - 



4o 

et, par suite, 
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M' hm M^' lim ^ o. 

Supposons, au contraire, que m', m'^puissent ^.tre negalifs. 
Soil c une constante positive, plus graixde que | /n' [ et j m" |. 
Les fonctions )-i-c et seront 

mtegrables et auronl pour mminia les quantites positives 
m'+c, Leur prodmt sera done integrable D’ail- 

leurs c/'(a?, jKj •••)> •••) egalement, amsi 

que la constante e‘-* dont Poscillation est toujours nulle. Done, 
le prodmt 

(/'+c) ir^c) - c/'~ cr^ 
sera aussi integrable. 


o3. Si la fonction fest integrable et si son maximum M 
et son minimum m sont de mime signe^ j sera integrable 

En effet, I’oscillation Qa de j dans Telement ek sera 


1 

1 


Ma —/wa 

7nl ” 

“m; 


M*ni* 


m^ 


Done 




54. On dit que Fintegrale 

est d’un ordre de multiplicite n, si le nombre des dimen¬ 
sions du champ E, dans lequel elle est prise (ou, ce qui 
revient au meme, le nombre des variables independantes 
..,), est egal k n. 

55. Les theoremes exposes jusqu’a present ne dependent 
aiicunement de ce nombre n. Mais, dans le cas des integrales 
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simples, ou = il esl necessaire, pour se conformer am 
usages re^us, d'lntroduire quelques legeres modifications aio 
notions pnecedentes. 

Presque toujours, le champ de Tintegration esl le domaine 
d’un seul tenant forme par les nombres compris entre deux 
nombres fixes a el b On doit alors partager Fintervalle ab 
en ^l^ments mfiniment petits , et Ton repre- 

sente I’mt^grale par la notation 



On voit que le signe de sommation S a ete remplace par le 
signe equivalent /, et qu’au lieu de designer le champ par 
line seule lettre, on met en Evidence ses deux extr^- 
mit^s < 2 , qu’on nomme les limites inferieure et supi¬ 
ne ure de Fintegrale. 

Si > < 2 , ce sont Ik des changements de pure foime; mais, 
si bc^a^ on mtroduit une nouvelle convention que nous 
devons signaler, Dans la throne generale, I’etendue des ele¬ 
ments de 6tait toujours consideree comme ^tant une quantite 
positive. Ici, au contraire, nous affecterons chacun des ‘^'Cg- 
ments dx du signe — si 6 < a (auquel cas x decroit en 
variant de a a b), 

II resulte evidemment de cette convention qu’on a 



En outre, 


r f{x)dx^ C f{x)dx-=z f f[x)dx. 
da dt, J 


Car, siaci b <i,c^ cette egalite est un cas particulier dhine 
proposition enonc^e au n® 50, et notre presenle convention 
la rend applicable aux autres cas 


Si 
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on aura (51) 



b 

f{x)dx^ 


d f f'{x)dx 



dx -f* 


Si M, m designent le maximum et le minimum de fi^x) 
dans le champ ah^ et L le maximum de son module, Feten- 
due du champ etant evidemment j 6 — a\^ on aura (49) 


( 6 ) 


m{b — a)-^ / f{x)dx'^M.{b — a) 

dft 


SI b'^ a. 

Si b a le sens des inegalites sera renverse* Mais on 
aura dans tous les cas 


(7) 



^L\b-a\ 


56. Le calcul d’une mtegrale multiple d’ordre n se ra- 
mene, ainsi qu’on va le voir, lorsque le champ a une dtendue 
mesurable, a celui de n integrales simples successives. 

Nous supposerons, pour plus de simplicity, n = 2 . Le 
champ E sera representy gyomytriquement par un ensemble 
de points {x, y) situes dans un plan. 

Cela posy, les valeurs de y^ auxquelles correspondent des 
points de E, forment un ensemble horny F. Soit yj Fune 
d’elles Les valeurs de x qm, associyes a tj, donnent des 
points de E, forment un ensemble G^j egalement borne. Nous 
ne pouvons pas affirmer que ait une longueur mesurable, 
m que la fonction/(^, vj) y soit intygrable; mais, cette func¬ 
tion ytant bornye, on pourra toujours dyterminer, dans Fin- 
teneiir de Grj, son intygrale par exces et son intygrale par 
dyfaut. Ge seront des foncUons de que nous pourrons dy- 
signer par J(yi) et y(v|), et qui sont bornyes dans le do- 
maine F. 

Nous pourrons done determiner, dans Fintyrieur de F : 
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I® I’mtegrale par exces de J(^), que nous desigiierons par K, 
2 ® I’integrale par defaut de q^® nous designerons par A* 
Comme on a evidemment ^ sera au plus egal 

a I’lntegrale par defaut de J*(^) et, a fortiori, au plus egal 

aK. 

Nous allons montrer, d’autre part, que K est au plus egal 
a I’integrale double 

prise par exc6s. 

A cet effet, decomposons le plan en rectangles infiniment 
petits par des parallMes aux axes Gelui de ces rectangles qui * 
est iimit^ par les droites oc = Xt, x r=z dxi^ yz=zy^^ 
yzzzyk^dyj, a pom aire dxidyk\ nous le designerons par 
s’ll est tout entier inteneur k E, par s’ll contient uix 
point de la frontiere de E Dans chacun des rectangles la 
fonction f{x^y) admettra un maximum Mja; ct dans les 
parties communes a E et aux rectangles elle ne pourra 
surpasser un nombre fixe M, maximum de /(^> dans le 
domame E. * 

L’ensemble est forme par les points communs a E et 
a la droite y = vj. Les paralleles aux x que nous avons tra- 
c^es partagent cette droite en segments, et Fintegrale J(7i) 
est ^gale a la somme des mtegrales partielles prises dans Finte- 
rieur des portions communes a E et a ces divers segments. 

Supposons y\ compris entre yk et yk-hdyk^ k ayant une 
valeur determin^e. Soit Fun des rectangles interieurs cor- 
respondants k cette valeur de k. Le segment de la droite y = T^ 
contenu dans ce rectangle a pour longueur dxt et se trouve 
en entier dans E; d’ailleurs la fonction/en chaque point de 
ce segment a une valeur au plus ^gale a La valeur de 
Fintegrale correspondante ne peut done surpasser Mikdxi. 

Soit, d’autre part, un des rectangles egalement compris 
entre les droites y=:yk et y = yk'h dyk^ mais qui rencou- 
trent la frontidre de E. La longueur (int^rieure) de la por¬ 
tion de la droite y = ri commune a E el 4 ce rectangle ne 
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peat surpasser dxi \ la valeur de /ne peat y surpasser M; la 
valeur de I’lnt^grale correspondante ne peut done sur¬ 
passer 

La valeur de J(y)) ne pourra done surpasser la quantile 
2 M,* rfa;, 4- M ^ dx„ 

i i 

la premiere somine s’etendant a ceti;x: des rectangles et la 
seconde a ceux des rectangles ou A* a la valeur constante 
que nous avons suppos^e. 

Si done nous designons par L la valeur de Fint^grale par 
exces de J(tj) dans I’intervalle de a 

on aura 

hi f** <y*< 2 +2'M <?;* 

I i 

Ghacun des Elements dyk int^rieurs 4 F^donne une rela¬ 
tion de ce genre. Sommant ces 4galit^s, il vient 

i,k i,A* 

Passons maintenant a la limite en supposant que I’etendue 
des rectangles decroisse ind^finiment. Le premier membre 
2 Ia aura evidemment pour limite I’inl^grale K. La premiere 
somme du second membre aura pour limite I’integrale double 

/(^, y) de pnse par exce's. La seconde a pour limite z^ro, 

si E est mesurable, comme nous I’avons suppose. 

Notre proposition esl done d^montr^e. 

57. On verra, par un raisonnement tout semblable, que 
Tint^grale par d^faut k est au moins egale a Tint^grale double 

/(^, y) de^ prise par d^faut. Mais, par hypothese, /(^, y) 

est mtegrable. L’int^grale double a done la m4me valeur, 
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qu’on la prenne par defaut on par cxces On aura done 
K = y) de = k, 

et, pour determiner I’int^grale double, il suffira de calculer 
K ou it, qui s’obtiennent chacun par deux integrations simples 
successives* 


88 . Supposons en particuiier le champ E constitue de telle 
sorte qu’une parall^le y = vj a Taxe des x ne coupe sa fron- 
tiere qu’en deux points ayant pour abscisses o(yj) et <^(ri) 
Soit, pour fixer ies idees, > <p(Tfi). Si la fonction /(x, vj) 

est mtegrable dans Tmtervalle de ^(vi) a ^(vi), on aura 

I f(x,Yi)dx. 

9 ( 0 ) 


Soient et B le minimum et le maximum de y dans tout 
le champ. Si J(yi) est int^grable de 6 a B, on aura 


Kr=r J(Yl)dn 
db 


X B r p^(o) 

I f{x,ri)dx ^ 

^9(0) 


et en appelant yr la variable de sommation, precedemmenl 
d^sign^e par t), 

A^>y) 

9(yi 





Supposons de m^rae : qu’une parallele x = ^ k Faxe 

des y ne coupe la frontiere de E qu’en deux points ayant 
pour ordonn^es et 

integrable de a ^(?); 3® que son intdgrale Ji(5) soit 
elle-m^me integrable deakK^a etant le minimum et Ale maxi¬ 
mum de X dans tout le champ E; on aura de la inline maniere 


*) 


Ji^,y)dy 


f 

■— 
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Lorsque le champ E est un rectangle, on a 

= ^'‘(a;)=:A, <^{y) = b, <&(7) = B, 

el la comparaison des deus valeurs de I’mt^grale double 
donne 


(8) f f = f dx f f{x,y)d^. 


On pent, dans ce cas, representer cetle integrale double 
par la notation plus symetrjque 

A 

f{x,y)dxdy, 



qui met en evidence les deux integrations a effectuer succes- 
sivement; ces deux operations peuvent d’ailleurs ^tre mter- 
verlies, comme nons venons de le voir* 


IV« — Fonctions continues. 

59. Soit/(^, , *) une fonclion des n variables ... 

d^finie dans un ensemble E. 

Soient («, . ) un point determine de E; . des 

quantiles variables, assujetties a la seule condition que le 
point {a + A, 6 + A', .. ) appartienne aussi a E. 

Si, pour toute valeur de la quantite positive e, on peut 
determiner une autre quantite positive S, telle que Ton ait 

A, A-h A, . ) —/(<ar, A, ,.j < £ 

pout* tousles systemes de \aieurs (fe A, A, .. pour lesquels 
on a 

|A|<a, |A|<3, 

on dira que la fonction/(^,y,...) est continue au point 

(a, A, ) 
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La m^me idee peut s’exprimer sous cette forme plus 
abregee 

La fonction f(^x^ y, ) est continue au point («, .) si 

/(a + A, ) 

tend vers z^ro en m^me temps qiie A, A", 

60. Soient/, /i, . des fonctions des variables , . 
d^finies dans E Les divers systemes de valeurs simullanees 
deces fonctions correspondants aux divers points de E pen vent 
^tre consideres comme les points d’un autre ensemble F 
Soil mamtenant •) «ne fonction des variables /, 

. . definie pour tout point de F. 11 est clair que cp peut 
^tre consider^e comme une fonction de :r, y, . definie pour 
tous les points de E. 

Une semblable expression se nomuxe une fonction de 
fonctions ou fonction composee. 

Si les fonctions /, /i, ... sont continues au point 
(a, 6, ...) et prennent en ce point des valeurs a, a^, , 

sij de plus, la fonction p est continue au point (a, ), 

cette expression, consideree comme Jonction de x, y, 
sera continue au point (a, b, .. ) 

En effet, pour 6tre assure que Paccroisseinent de p ait son 
module < e, il suffit, par hypothese, que les accroissements 
de /i, .. aient leur module <; 8; circonstance qui se pro- 
duira, par hypothese, touies les fois que les modules des 
accroissements de x, y, . seront moindres qu’une autre 
quantite fixe tj. 

Les fonctions x+y^ x — y, xy etant evidemnient con¬ 
tinues pour tout systeine de valeurs de x^ y, on obtient ce 
corollaire que la somme, la difference et le produit de 
deux fonctions continues sont continus. 
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61. St f est continue et differente de zero au point 
{a^ 6, • • Oy ^ en ce point. 

Soient; en effet, Ay, ... un systeme d’accroissements 
donnes a y, ,..; A/ Faccroissemenl correspondant de 

ceJui de 4 sera 

f 

1 I _ A/ 

y+A/ /(/h-a/)^ 

et, SI 1 A/1 < I /1, son module sera au plus ^gal a 

|A/I 

l/ILI/l-Wl] 

et sera momdre que s, si I’on a, en outre, 

^l/l* 


IV!< 




Or il suffit, par hypothese, pour ^tre assure que ces inega- 
lit^s sont satisfaites, d’assujettir j Hx |, [ Ay . k rester inf^- 
rieurs a un nombre fixe S. 


62. Une fonclion /{x^y ,est dite continue dans un 
ensemble E, si elle est continue en chacun de ses points. 

Si cet ensemble E est borne et parfaity la contmuite y 
sera uniforme. 

Ce terme demande quelques explications. 

Soit, en gdn^ral, o une fonclion de deux series de va-*- 
riables .jr, y, ... et A, .... Supposons que, pour cbaque 
systeme de valeurs de ... contenu dansun ensemble E, 

o tende vers une limite d^termin^e lorsque A, ... tendent 
vers des lirmles donnees a, .. . L’ensemble de ces valeurs 
llmites sera une certaine fonclion ^ des variables a:, y, .... 

On pourra, par definition, pour cbaque nombre positif e 
et pour cbaque point (x^y ^...) de E, assignor un nombre 
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positif 5, tel que I’on ait toujours 
(0 r, sh, ) —$(^, y, . )]<£ 

des que \ h — a |, ... sent < S. 

II existe, d’ailleurs, une infinite de nombres § satisfaisant 
a cette condition, car, si elle est remplie pour une valeur de 8 , 
elle le sera pour toute valeur plus petite. Nous designerons 
par A le maximum de ces nombres 8 (si la condition ^tait 
satisfaite pour toute valeur de 8 , A serait infini). 

Nous obtenons amsi, pourchaque valeur de e, un ensemble 
de nombres positifs A correspondant aux divers points de E. 
Get ensemble de nombres admettra un minimum tj positif ou 
nul, lequel ne depend plus que de e, et la condition (i) sera 
satisfaite pour tout point de E, tant que Ton aura 

Si done Y) reste > o, quelque petit que soit e, on pourra, 
pour chaque valeur positive de e, assignor un autre nombre 
positif y; independant de ... et tel que Ton ait, pour 

tout point de E, 

des que \ h — a |, ... sonl < r\. 

On dira, dans ce cas, que la fonction f converge unifor-- 
mement vers sa limite $ dans tout I’ensemble E. 

Appliquons cetle notion k une fonction/(^, 7 , ...) con¬ 
tinue dans Fensemblq E. D’apres la definition de la conti^ 
unite, f{x + A, 7 + A*,...) tend vers /(^, 7 ,...) lorsque k 
kj ... tendenl vers z^ro. Et la continuity sera umforme si I’on 
pent, quel que soit e, trouver une quantite positive r\ indy- 
pendante de 7 , ... et telle que Fon ait, pour tout point 
de E, 

\f(x-hk,y + k, ...)—/{x,y, ...)l<s 

les que 

63. Ces explications ^onnyes, procydons k Ik dymonstra- 
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tion du theoreme I] nous faut etdblir que le minimum v) des 
nombres A correspondant aux divers points . ) de £ 

est necessairement > o. 

Supposons que Tj fut nul. L’ensemble des A contiendiait 
des nombres moindres que toute quantite donnee Done E 
contiendrait line suite ind^finie de points p\^ . ,/>«, 

pour lesquels A serait respectivement momdie que e, 

£ £ 

- > * • j ^ 1 • • • • 

2 2 " 

Ces points admettraient au moins un point limite fl, 
puisque E est born^, mais E est, en outre, parfait; il con¬ 
tiendrait done le point H. 

Cela pose, on pourrait (28) determiner, dans la suite 
• -5 suite mdefinie de points .. , 

. convergeaufc vers II et tels que ao, a<, . , aillent 

en croissant; les valeurs correspondantes de A etaiit moindres 
£ £ 

que — > • • • 3 -^3 decroitront mdefimment. 

On pourrait done trouver dans E un point tel que son 
ecart a n et la valeur de A qiu lui correspond fussent simul- 
tanement plus petits que toute quantite donnee.. Ce resultat 
entraine une contradiction. En effet, la fonction f etant con¬ 
tinue au point n = (.To, jKo 3 • •)? assignor une quan¬ 

tite positive S' telle que Ton ait 

des que 

\h\<d', |^|<S', . , 


el il est aise de voir que pour tout point II'=(^',y', ) 

de E dont I’ecart a II est < —3 le nombre A sera au moins 

3 

^gala^. 

Soil, en effet, x'= + h’, y=zy^-{- k', .. On aura, 

par hypotli6se. 






2 
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et, a fo/iiofi, 

( 5 ^ o' 

Gela pos^, on a, SI IA1 < —) 1 A: I < —> • • , 

|/(i»'-+-A,/-H A, . 01 

^\f{x' + h,y' + k, )—A^o,yo,- )| 

)—/(^o,ro. 01 

= \/{x,^+ h -H h\ A + A', ) . ) 1 

■+-1/(^0-+-A',/o +A', )—/(a^oJKo) • )!<«> 

car, IA 4- A' I, | A 4- A' |, . et j A' |, 1 A' |, etant < 8', 

g 

chacun des deux termes du second membre est < -• 

64. Th^oreme. — Soient /, /,, . des fonctions de x, 
y, . continues dans un ensemble E, et soit F Vensemble 
des points (/, t, . .) qut coirespondent aux divers 
points de E 

I® Si E est borne et par fait, F le sera egalement 
2 ® Si E est d’un seal tenant, F le sera egalement. 

Supposons, en effel, que E soit born^ et parfait. Si F 
n’^tait pas born^, on pourrait y determiner un point oii 
la somme 

* = l/l + l/i|+ • 

fut plus grande qu’un nombre donnd quelconque L; puis un 
autre point q^, ou cette somme fdt >■ 2 L; un autre point qs, 
oii elle fdt > 4L, etc. Soient po, Pu Pit points cor- 

respondants de E. Ils seront tous differents, car/, /, 
n’ont qu’Un seul systfeme de valeurs en cbaque point de £. 
Leur nombre dtant infini, ils admettent au moms un point 
limite II, lequel appartiendrai a E Et Ton voit, comme au 
numero precedent, qu’il devrait exister dans E des points 
dont I’dcart k II fdt moindce que toute quanUte donnee, la 
valeur correspondante de s dtant en meme temps plus grande 
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(jue toute (juantite donnee, Ge resultat est contradictoirc. 
Soil, en effet, o la valeur de s au point D. La fonction^ etant 
^videmment cotitinue, pour tout point de E dont I’^cart a II 
est moindre qu’un certaiil nombre S, la valeur de s reste 
comprise entre les deux nombres fixes — e et © -h e. 

II reste a prouver que F est parfait, c’est-a-dire contient 
son derive F'. Soit un point de F vers lequel converge 
une suite infinie go* • •? • • de points de F. Les points 

correspondantsde E, • •?seront tousdistmcts, 

car a cbaque point de E repond un seul point de F, Cette 
suite admet done an moms un point limite H, appartenant 
k £, et contient une suite de points 

vergent vers II. Les points correspondants de F convergent 
vers le point ^ de F qui correspond a II; mais ils convergent 
vers g^* Done g^ se confond avec ^ et appartient a F. 

Supposons enfin que E soit d’un seul tenant et montrons 
qu41 en est de m^me de F. Soient gr et Q deux points quel- 
conques de F; 

/? = (^ 5 et P = (X, Y, ...)^ 

les points correspondants de E; on peut les relier par une 
chaine de points intermediaires /?i, /?25 • • •? telle que I’ecart 

(1 \yk+l — /a I -+- • 

de deux points consecutifs 

pk={^k'i yk’> • •) - • •) 

et, a fortiori, chacun des modules 

— ^k\y yk\t •••> 

soit moindre qu’un nombre donn^ quelconque r,. 

Or, la continuity ytant uniforme dans tout le domaine E, 
on peut prendre r, assez petit pour que, pour toute valeur 
de chacune des quantitys 

yk^u • • •) ykt • ) L 

|/l(^A4-la ) fi{^k^yki • ) I? 
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et, par suite, ieur somme, devieane aussi petite qu’on voudra 
Or, cette somme represente IMcart des points qk el qui 
correspondent 4et a * Les points y, Q formenl 

ainsi line chaine oii T^cart de deux points cons^cutifs est 
moindre qu’un nombre c choisi arbitrairement Notre pro¬ 
position est done etablie^ 

I Corollaires — Consid^rons en particulier le cas Ou nous 
n’avons qu’une seule fonction/de a?, y,... continue dans E: 
I® si E est born^ et parfait, F admettra un maximum et un 
minimum et les atteindra (2S); 2 ® si E est d’un seul tenant, 
F contiendra toute la suite des nombres compns entre son 
maximum et son minimum (34). 

Si au lieu d’une seule fonction continue nous en avons 
plusieurs/, /, ..la fonction 

j?r=l/|4-l/t|-l“ .. 
jouira des propri^t^s ci-dessus. 

65. Soient ... des fonclions des variables ... 
en m^me nombre que ces derniferes, et d^finies dans un en¬ 
semble E. A ebaque point (a?, ...) de E correspond un 

point (m, t?, ...); la reunion de ces derniers points forme 
un ensemble F. 

Supposons qu ’4 chaque point de F corresponde r^cipro- 
quement un seul point de E; on pourra consid^rer J?, ... 

comme des fonctions de ... ddfinies dans Pensemble F. 
Ce nouveau syst^me de fonctions se nomme V immerse du 
systfeme de fonctions primitivement consid^r^. 

Si Vensemble E est horni et parfait^ et les fonctions 
w, . continues dans E, j, ... seront reciproque-- 
tnent des fonctions «, ... continues dans F. 

II nous faut prouver que, si Ton prend dans P une suite de 
points q\ = ^ * • •> • * •)? • * • conver- 

geant vers un point ^ (lequel appartiendra k F), les points 
correspondants= •••? Pn = yn^ •••)? ••• 
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convergeront necessairement \ers le point II qui correspond 

ay.- 

Supposons qu’il en soit autrement, il existera un nombre £ 
tel qu’on puisse, quel que soit trouver dans la suite 

... un point /?«} dont Pecart a II sOit >> s Apres 
celui-la on en pourra trouver un autre et ainsi de suite. 

L’ensemble de ces points /?«, , en nombre infini, 

admettra au moms un point hmite dont Tecart a 11 sera 
encore ^ e On pourra determiner dims cette suite un point /?> 
dont I’ecart a D' soit moindre qu’un nombre donne 8 , ptiis^ 
un autre point py, plus voism de 11 ' que p\ et dont I’ecart a n 
8 . 

sou <" —> et ainsi de suite. 

2 

Aux points p\^ ... ainsi obtenus correspondent dansF 

les points .. qui tendent vers y. Mais, a cause de la 

continuite des fonctions it^ ? ils doivent tendre vers le 
point x^de F qui correspond a O' Done ^ = y', et ce point 
unique correspond a deux points differents 11 et II' de E, 
contrairement aux suppositions de I’^nonc^. 

66 . Une fonction . .) continue dans an do- 

maine E borne et par fait est integ ruble 

On pent, en efFet, quel que soit e, trouver une autre 
quantite positive telle que Ton ait 

|/(a? -f- h,y-\-k,. ) --fix, 7 , .. ) 1 < e, 

» 

si I A [, I A* |, ... so‘nt^<; rj. Si done nous decomposons E en 
^l^ments de diametre C/l, Foscillalion O;^ sera, dans 
chacun d’eux, <; e. La condition d’lntegrabihte sera done 
satisfaite. 


V. Fonctions k variation bornee. 

67. y =f(^oo) une fonction d’une seule variable 
bornee dans un mtervalle ab qui contienne les valeurs parli- 
culi^res et X;>^o* Donnons a x une suite de valeurs 
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croissantes Xo, •••■> ^n-i: ®t soi®nt_j'o>JKj, ^ 

]es valeurs correspondantes de y On aura 

(i) = 

p ddsignant la somme des termes positifs, n celle des terines 
negatifs de la somme ci-dessus. 

Nous dirons que p est la variation positive de y el n sa 
variation negative pour le systeme de valeurs a;#, ari,..X. 
La somme 

(a) t-'^\yk—y^-r\=p + n 

sera sa variation to tale. 

En changeant le nombre et la position des valeurs mter- 
m^diaires a?,, on pourra fame varier ces trois 

sommes. En particuher, si entre et Xh on mlercale une 
nouvelle valeur ces sommes conserveront leur valeur pri¬ 
mitive, si /(5) est compns entre yk.\ ety^*, sinon/> et n 
seront accrus tons deux de la difiF^rence entre /($) et celle 
des quantitds dont elle est la plus voisine, et t sera 

accru du double de cette difference. 

Cela pose, admettons qu’un des trois systemes de sommes 
p, ra, t admette un maximum. 11 en sera de m^me de chacun 
des deux autres, en vertu des Equations (i) et ( 2 ) On dira, 
dans ce cas, que y est une fonction a variation hornee 
entre a?o X. 

68. Les functions k variation born4e, telles qu’elles vien- 
nent d’etre definies, ont pour caraCtdre spdcifique de pou- 
voir §tre mises sous la forme 

y = z — u, 

z et u dtapt des functions positives, bomdes et non dScrois- 
santes entre Xt et X. 

Pour le ddmontrer, consid^rons deux valeurs quelconques 
ic', 3 /' dans I’intervalle de a ^ X {x" 6tant suppose compris 
entre hcf et X). 
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Soient 

y\y les valeurs correbpondantes Aey\ 
p\ n!^ i les variations de y dans I’lntervalle pour un 
choix qiielconque de valeurs interm^diaires , 

jo", /i", les variations de y dans Tintervalle x^^x'^ en pre- 
nant pour valeurs interm^diaires x^^x^, ..a?' et d’autres 
valeurs quelconques x[^ . mlercalees entre x' et a/', 

pj n, t les variations de j^dans I’lnteryalle totalenpre- 
nanl pour valeurs inlermediaires Xi^,, x\^ . x'\ 

On aura evidemment 

f -yo = p” — n\ 

P <P <Pi 

Mais, par hypothese, /?, /?, t admettent des maxima P, 
N, T. Done, p', n!, t’ et /?", /?", f admettent aassi des maxima 
P', N', T', P", T", et Ton aura les in^galit^s 

F = P"=P, N^=N"=N, T'=T^=T, 

desquelles il resulte qiie P', N', T' sont des fonctions de x\ 
positives de leur nature et, en outrCj bornees et non d^crois- 
santes de Xq a X. 

Gela pose, en faisanl varier le nombre et la position des 
valeurs intermediaires Xi^ x^^ . , on peut faire en sorte 

que />' se rapproche indefimment de son maximum P' La 
diflPi^rence ^—nl etant constante, se rapprochera en 
m^me temps que son maximum N', L’^quation 

deviendra done a la limite 

/-ro = P'-N', 

ce qui montre que y est la diffi^rence des deux fonctions 
positives, bornees et non ddcroissanles 

et N'-i-c, 

c d^Sfgnant une constante positive queiconque > — 
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Reciproquement, si j' = jz — w, 5 et u etant des fonctions 
positives, bornees et non decroissantes entre a?o 6t X, sa 
variation totale I sera limitde, car on a, en designant par jSq, 
Z et Hq^ Ui-, , U les valeurs de z et de u pour 

<2 1-/1 — -A-l! 1<Z— Uq 


69- Soienty = ^ — w, j' = — w' deux fonctions a varia¬ 

tion bornce, leur aoinnie 


leur difference 
et leur produit 


z — (u~h 1 /'), 

- 4 - (u -^z') 

aw' — {uz'zu') 


seront ^videmment des fonctions de m^me nature* 

Enfin, si y une variation bornce, et si, de plus, son 


module a un minimum p different de z^ro, 
tion bornce. 

En efiet, sa variation totale 


1 

— aura une varia- 

y 


_ r/ir-t =y Ly/c—yk-^i I 

Yk .44-1 1 ^ y 4 -/ 4 ~l 


reste toujours inf^neure k un nombre fixe. 


70. Une fonction f{x) d variation bornee dans un 
intervalle ab est integruble dans cet intervalle. 

On a 

^{x) et ^tantjdes fonctions croissantes et bornees. II 
suffit done de montrer qu’une semblable fonction <f{x) est 
int^grable. 

D^composons le champ ab en elements soil 0^ roscil- 
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lation de la foactioa dans on aura 

e designant le plus long des mtervalles 
Or, cD(a^) etant constamment croissante de a k ^ Oa 
representera cvidemment son accroissement total 
9(b) —f(a). 

Cette quantite est une constanle; d’autre part, si les ele¬ 
ments Ck decroissent mdefimment, e tend vers zdro; done 

hm^OAe^A—o, et ©(i*?) est int^grable. 

71. Soient/(:r) = une fonction a variation 

bornee et h un mfiniment petit positif. Les fonctiohns 

et etant non d^croissantes, ^{x — h) et — 1i) 

varieront toujours dans le m^me sens quand h d^croit, sans 
jamais surpasser les valeurs fixes <p(^) et E^^los ten- 

dront done vers une limite, et leur difference f{x — h) 
tendra aussi vers une limite, que nous repx^senterons 
par/(.r-—o) 

On vou de m6me que/(ir4-/i) tend vers une limite, 
qu’on pent representer par f{x -f- o). 

72. Une fondtion f(x)^ continue et h variation botnee 
dans Uintermile de d X, est la difference de deux 
fonctions continues et non dect oissantes, 

En effet, f{x) ayant une variation bornde, on aura 

f(x) = 9{x)^i^{x), 

9 {x) et A(^) etant des fonctions non d^croissantes a varia¬ 
tion bornee. 

Considerons, en parliculier, la fonction 0 ( 4 ?). Pour une 
valeur de x^ intermediaire entre x^ et X, on aura 

cp(ii? —6)5® (^4-£), 



VAKUBLES ReELLES. 5g 

Si £ tend Aers zero, o(x — s), o(x H- £), qiii varient tou- 
jours dans le m^me sens, tendront \ers des limites deter- 
minees (f(x — o) et cp(.3; H- o), et Ton aura encore 

9 ( 2 : —o) 59 {'r) = cp(a;-t-o). 

Si la difference H- o) — (f{x — o) est egale a zero, la 
fonetjon 9 sera continue au point jr; sinoii, cette difference 
sera positive, et nous dirons que la fonction presente en ce 
point line discontinvite egale a cette difference. 

Cette discontmiute peut d’ailleurs se separer en deux par¬ 
ties : la discontiniute anterieure 9 ( 3 ?) — o(x — 0 ) et la 
discoritinuiteposterieure 9 ( 0 : + o) — ^{x). 

La fonction 9 (^) n’etant pas definie pour les valeurs de la 
variable <^0 ou > X, nous n’aurons a considerer, pour 
x = Xq^ qu’une discontinuity posterieure; pour ^ = X, 
qu’une discontmuite anterieure. 

Soient maintenant a, x deux valeurs quelconques de la 
variable, x^^ , Xn une sene de valeurs intermydiaires 

entre celles-la. Formons la somme des discontinuitds 

9(c35-fo)-~ 9 (a) 

1 

que nous ddsignerons par 

S(a, J-,, ,a,) 

Cette somme est au moins ^gale (p(a-l-o) — 9(«); mats 
nous allons voir, d’autre part, qu’elle ne peut surpasser 

?(^)-?(«)• 

Soit, en efFet, 5* un point quelconque interm^diaire entre 
Xk et ; la fonction ^ etant non. d^croissante, on aura 

9 (-t'A + 0 ) 5 9 (^A) ^ <p t a-*+i — o). 

Soient de m^me ?o et des points respectivement mtermd- 
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diaires entr6 a et et entre Xa et on aura 


vf(a-l-o) <<p(^o)<?('*'i —o)( 

® (^B + o) 5 ^ 9 (a: — o). 

On aura, par suite, 

S(a, a?i, . .,x) 

n 

1 

<?(«■)—?(«)• 

Cette somme restant ainsi inftneure 4 une iimite fixe, 
qnels que soient le nombre et la position des points de divi¬ 
sion x^, iCc, admettra un maximum S(a,x)j que nous 
appellerons la discontinuity totals de la fouction dans 
I’intervalle de a & x. Ce maximum sera compris entre 
9(a-t- o) — f («) et 9(ir) — f{a). 

D’ailleurs, on a dvidemment, d’aprfes la definition des 
sommes S, 

S{a,Xi,. .•,x) = S(a,dii, .. , a?*)-h S(a;*, .,a?); 

d’ofi, en supposant que x^ conserve une valeur constante b 
et passant k la Iimite, 

S(a, x) = S(a, b) ■+■ S(b, x). 

On voit par la que la fonction S(;i:a„ x) est une fonction dea? 
non ddcroissante de x^ k X. 

Posons maintenant 

^ ?(af)i=:<pi(a!)-HS(a;o,ar). 

La nouvelle fonction (o, (x) sera continue et non ddcrois- 
sante. 

On a, en effet, A dlant positif, 

(j),(x-i~A) = (p(x-h A) ~S(xQ,x-t-A) -f(x)~hS(x^yX) 

= <p(x + A)~<;)(x) — S(x,x-i-A). 
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Cette quantite ne pent ^tre negative, car S(x^ ^ - 4 - A) est 
au plus egal k cp(ar + A) — ®(^)* 

D’ailleurs elle tend vers zero avec A; car, S(^, ^ 4 - A) 
elant au moins ^gal a 4 - o) — elle ne saurait ^tre 

sup^rieure a (^{x + h) — <p(a: 4 -o), qui tend vers zero 
avec A. 

La fonction non decroissante A(^) admet en chaque point 
la m^me discontmuite que ©(^), puisque leur difference 
o(x) — est suppos^e continue. Done, dans tout inter- 
valle, aura la m^me discontinuite totale que o(^), de 
telle sorte que, en rep^tant les raisQnnements precedents, on 
aura 

t{;(^)=:ipi(ar)4-S(d7o, J?), 

^tant une fonction continue et non decroissante et 
S(a:o, x) representant la m4me fonction que tout a Theure. 
On aura done 

f{x) = 9 (^) — = 9 ,(^) — (x), 

ce qu^il fallait ddmontrer.. 

VI. ^ Dirivdes et integralee des fonctions 
d’une seule variable. 

73. Soil/(^) une fonction d’une variable •r, d^finie dans 
I’int^rieur d’un domaine D. 

Soient Xq un point fixe int^rieur a DS son ecart de la 
frontiere de D; tout point Xq+ h oA | A | <; S sera encore 
interieur a D. 

Si 1’expression 

/(^o“HA)—/(^ o) 

A 

tend vers une limite fixe lorsque A tend vers z^ro, cettelimite 
s’appellera la derwee de f{x) au point a ?0 et se repr^sentera 
par/(;ro). 

Si, pour tons les points inteneurs a D, /(^) admet une 
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derivee, Tensemble de ces valeurs coastitueia uae nouvelle 
fonction, ^galement definie a Finteneur de D, qu’oa nomine 
la del wee de J{x) et qu’on repiesentera, avec Lagiange, 
par f{x)^ ou, avec Cauchy, par D f{as) 

Toute fonctian qui a une derwee est continue 

En efFet, Pegalile 

/i — 0 n 


donne 


hm[/(^H- h )— /(^)] ~ f{oo) limAxro. 


Sif(x) se reduit d une comtante^ saderweeseranulle. 
On a, en effet, 

J{x-\-h)—f{x) _ o ___ 

A ^ h'^ ^ 

d’oCi 

f\x) = hnio = o. 

Si f{x) == X, sa del wee est ^gale d i. Car On a 

/(r-4-A)-~/(.^) ^ ^ _ 

A A ’ 

d^ou 

74 Posons, pourabreger, 

h^iax, f{x-^ h)—j-{x) =A f{x) 


On a, par definition, 




^f{x) =/'(r)Aii;-+-RAa:, 


R tendant vers z^ro avec Aa;. 

Ainsi A/(a?) se compose de deux termes. Tun, /'(a;) Ax, 
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simplement propoi tionnel a Ao?, et qui constitue sa ^aleur 
priiicipale, Taiitre, R A^, mfinunent petit d’ordre plus eleve. 

Le premier lerme A^ se nomme la differentielle de 
fi^x) et se designe par df(x) 

Dans le cas particuHer ou f(x) se reduit a x, sa defivee 
etant egale a I’umte, I’equation de definition 

(i) df{x)=f'(x)Ax 

se r^duit a 

dx = Ax 

Substituant cette valeur de Ax dans I’equation generate (i), 
on en conclura 

df{a:)=f'{a>.)dx., /'{x) =. 


. Cette nouvelle expression de la derivee par im quotient 
de difierentielles est tres frequemment employee pour la 
representer. 


7S. Derwee d^une somme. — Soit w +• p — w une 
somme. algebnque de functions ayant les derivees connues 
w', w'. On aura evidemment, en designant par Ay, Aw, 

Ap, Aw les accroissements de ces-fonctions correspondant a 
I’accroissement Ax donne a la variable ind^pendante, 

Ay Au Av Aw ^ 

Ax Ax Ax Ax ^ 


d’ou, en faisant tendre Ax vers zero et passant a la limite, 

/ i i* Au , A(^ , Aw . , , 

y' = hm = Jim -r-h lim-r-lim -h — w'. 

Ax Ax Ax Ax 

Derwee d^un produit — Soit y = u tx v ayant des 
derivees connues w' et On aura. 


Av 

Ax 


(u + Au) ((>-+- A(0 — uv __ Au 


Ax 




Ax 

y'zi:lim^lim(t;A(^) H- wlim^ = -h 


Av 
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Cette Equation peut s’ecrire 
_ m' 

y u V 

Si I’on avait y ±= ww. , on aurait ^videmment, d’apres 
cela, 



Derwee dhm quotient. — Soitjp- = on aura 

u -f- u Au Ar 

Ay __ + Ap V A^ 

Ax Ax c’((^-4-A(^) 

et, a la limue, 

^=-7T— 

Derivee d'une fonction de fonciton. — Souy = F(«), 
“=/(®) ^tant lui-m4me uae fonction de x\ on aura evi- 
demnrent 

Ay _Ay Atf 

Aa? A« Aa? 

et 4 la limite, Am tendant vers z^ro avec Aar, 

y'=l.m|llim|i = P(«)«'=F'[/(ar)l/'(a-). 

Dirivie d'une fonction ineerse. — Soit y —/{x) une 
fonction admettant une fonction inverse, de telle sorte qu’op 
ait X = f{y). Si Tune de ces fonctions a une ddrivde connue, 
on aura imm^diatement la d^nvee de I’autre. 

On a, en effet, en supposant connue la d^nv^e de (p, par 
exemple, 

Ay I , Aw 

Ay 
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Done, a la limite, 


f\^) 


9‘(y) 


\ 

VUl^ 


76 Si, en un point donne x, la deris^ee f{x) nest pas 
nulle, on pouria assigner une quantity S, telle que l^ea^ 
pression 


^f( =/(‘2? “H Ax) —/(x) 


ait le signe de f{x) Ax pour toutes les valours de Ax de 
module < 3. 


On a, en effet, 
d’ou 


hm 


Af{x) 

Ax 


=/'(«)» 


A/(^) 

Ax 




R tendant vers z^ro avec Ax. On peot done assignor une 
quantity S, telle qucj^si | Aa? | •< 3, | R | soit < \f{x) |* Alors, 
f{x) + 'K ajant le m^me signe que f{x), Af{x) aura le 
m^me signe que f{x)Ax. 


77, Th^jorewe be Rolleo — Si f{x) admet une deris?ee 
dans Vinteroalle de Xq A ^ et s^annule pour Xo et X, sa 
derwee annulet a en un point iniermediaire. 

Les valeurs de x qui sent et < X formant un ensemble 
borne et parfait, la fonctfon /{x) admet, dans cet inteivalle 
de Xq a X, un maximum et un minimum etles attemi effec- 
tivement (64), Si ce maximum et ce minimum sont nuls 
tons deux, f{x) sera constamment nulle, sa dmvee aussi, 
et le tWordme sera d^montr^. 

Supposons, au contraire, que le maximum, par exemple, 
soit different de zero, Soit ^ la valeur correspondante de x, 
laquelle sera diff^rente de et de X. On aura = o; 
car, s’ll en ^tait autrement, Fexpression 


J. - I. 


5 
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aurait, pour des valeurs suffisaniment petites de le signe 
de En donnant a Ao? un signe convenable, on 

pourrait la rendre positive Done 5 correspondrait pas A 
la vaJeur maximum de /, comme on Ta suppose. 


78. Coroilaire. — Soient f{w)^ fonc- 

tions admettant des d^riv^es dans rintervalle die a kb\ con- 
siderons le determinant 

fix) 9(.zr) ({/(a;) 

/(a?-+-/i) <p(^-f-A) . 

fix-{^Bh) 9(a?H-0A) i^ix-^6h) 

C’est une fonction de la variable 6, qui s’annnle pour 
6 =s o et d = I, et qui, d^apr^s les rfegles de derivation don- 
nces ci-dessus (75), admet pour derivde, dans cet intervalle, 
le produit de h par le determinant 

f i^) <P(^) 

A=: 

9'(a?-h0A> 

Ce nouveau determinant devra done s’aiiiruler pour une 
valeur de 9 comprise entre o et i, 

Posons, en particuHer, ^(x) = i; d^ou f'(x) = o. L’equa- 
tion A = o deviendra 

[?(^) -?(^ + A)]/(j 7 -i- 9 A) 

4- [/(^-hb)‘--/(x)]if'(x-h&A)=:o; 

d’ou 

(a) */*(^ 4- A) ^f(x) _^ f'jx ~f~ 9A) 

9(a?4-A) — 9 (a?) (x •+■ 6 h)* 

Si nous posons, en outre, © (x) = a?, d’ou <f'{x) = i, cette 
derniere equation deviendra 


./(aj + A)-/(iP) 

% - —Ji^-hoh) 


( 3 ) 


/(a? 4- A) — /■(a?) = h/'(x + SA). 
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O^ns cette formula, x + ^h est line qnantite mconnue, 
mais comprise entre x el x + h» 

79. Si la derivee f{x) est constaiiiment nulle dans cet 
intervalle, on aura 

/'(^-h0A) = o; 

d’oii 

/(^4-A)—-/(a?) ~o. 

Si cette d^riv^e, sans 4tre constamment nulle, n’esi jamais 
negative, — f{^) signe de A. Soient, en 

effet, § un des points de 1’intervalle de :r a ^ 4- A pour les- 
quels la d^nv^e est positive; 5 4- ^ un point infiniment voi- 
sin de 5 et compris entre 5 ct a? -}- A. .On aura 

/(;r4“ A)—/(^) 

=/(^ ^ A) -./(^ 4- 3 ) 4-/(S 4- j) -m) ^/a) -/(^) 

Y 1 4tant un nombre compris entre a? 4r A et 5 4- 8, vji un 
nombre compris entre 5 et x. 

Si Ton prend S assez petit, /(5 4- S) —/(5 ) aura le signe 
de S/'(5)-D’ailleurs, /'($) est positif, /'{ii), /'(Ai) positifs 
ou nuis. Enfin, 8, 5?4-A — 5 — 8, i — x ont le signe de A. 
Done, sur les trois termes qui composent /(x 4 - A) — /{^)j 
Vun a surement le signe de A, les deux autres ont aus^i le 
signe de A, s’ils ne sont pas nuls. La somme a done le signe 
de A. 

On voit de m^me que, si la d^riv^e r{x)^ sans ^tre con¬ 
stamment nulle, n’est jamais positive,/(a? 4- A.) sera 

de signe cOntraire a A. 

Nous pouvons done 6nQncer la'proposition suivante : 

Thi^orems. ^ La foncUon f[x) reste constante dans 
tout intervalle oti f^(x) est constamment nul; elle croit 
tuvec X dans tout intervalle oil f\x) reste positif; elle. 
decrottj au contraire^ quandx croit^ dam tout inte^tvalle 
oil f{x) reste negatif. 



68 


preimiMe pabtie. 


CHAPITRE I, 


Les deux dernieres parties de ce th^oreme subsistent en¬ 
core si f {x) pent s’annuler dans rinlervalle consider<f, mais 
sans changer de signe, pourvu qu’il soit impossible d’lsoler 
dans Tmtervalle consid^re un inlervalle partiel dans lequel 
/'( 5 ?).soit constamment nal. 

80* Th^obemEo — Si /'(^) reste continue dans un 

-4- — f icc\ 

senible E home et parfait, - ^—-—-y tendra unf-^ 

formement vers sa limite 

En efFet, cette expression est dgale k /^(a?-h0A). Mais 
f{x)^ etant continue, Pest umformement dansE (63), 
Done, on peutas&igner ane quantitevj, ind^pendante de^r, 
et telle qu’on ait 

des que le module de 0A et, a fortiori^ d^s que ceim de k 
est <7j, 

81, Thi£oreme, — Sil,a fonclion f{x) estintegrable de 
a d hi Vintegrate dejinie 

rV(^)rf^=F(X), 

od Xo et ILsont compris entre a et by est une fonction de X 
d variation bornie et continue* Si de plus f{x) est con-- 
tinue au point X, F(X) aura en ce point une derwee 
egale d /(X). 

Soit, en effet, p le maximum de \f{oG) | dans Tintervalle ab* 
D^composons I’lntervalle de 4 X en mtervalles partiels 
XiiX\y oSk^iXki ^/,_iX. La variation totale de la 
fonction intdgrale 
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2 f —a7o|. 

On voit done qu’elle ne pent surpasser une limite fixe. Done 
F(X) a une variation born^e. 

En second lieu, ebangeons X en X 4* AX; on aura 


,X-4-Aar 


X-t-zix 


f{w)da^^l f{x)dx-l f{x)dx, 
0 dx 


quantity qui tend vers z^ro avec Aar, car son module est au 
plus ^gal a [JLI Aar |. 

Supposons enfin que f{x) soit continue au point X. On 
aura par definition 


X x-i-Ai 

/(ar) dx zr^hm^fi^k) (^Ar— 


ar^, etant des valeurs interm^diaires infiniment 

voisines les unes des autres, intercal^es entre X = a?o et 
X-H AX = a?rt, et une quantite interm^diaire entre Xk^i 
et Xf,. 

On peut, par hypothese, quel que soit e, determiner une 
quantite S, telle qu’on ait, tant que | A j < 8, 


et, par suite, 


|/{X-hA)-~/(X)l<e 

/(X-hA)==/(X)^-H, 


R ayant son module < e. 

Supposons mamtenant [ AX | < 8, A plus forte raison, les 
modules des differences ^— X seront < 8, et Ton aura 
generalement 

/(U)=f{X) + R,. 


Rjt ayant son module <[ 5 . 
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Substituanl ces valeurs des quaiitites/(5A)5 il viendra 

X) 4- Rxr] () 

< [/(X) 4~ s] AX 

>^^[/(X) — fi] (^k i)>[/(X) fi] AX. 


La quantity 

__ 

cst done toujours comprise entre /(X) 4- e et /(X) — s. II 
en sera de mdme de sa limite 



On pent, d’ailleurs, prendre s aussi petit qu’on voudra, a 
condition de faire ddcroitre suffisamment AX, On aura done 
4 la limite 

f 


«xh-Ax 


f{x)da> 


AX 


=/(X). 


Remarque. — Si I'om supposait X constant, mais x„ va¬ 
riable, I’intdgrale ddfinie 



serait une fonction de a?#. D’ailleurs, elle est dgale et de 
signe contraire k 


f 


dontla ddrivde est dgale, d’apr^s ce qui pr4c6de, 4 /'(a?*). 
Sa ddrivde sera done — f'{^ 9 )• 
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82. Le theoreme qui precede montre que toate fonc- 
tion f{x) continue dans Vinteroalle de a db est la dei wee 
d*une autre fonction F(a?). 

11 est, d’ailleurs, aise de trouver I’expression generate des 
fonctions qui ont pour d^riv^e /{x). Soil, en eiffet, 

Fune d’elles. Sa d^rivee sera 


F'(af) 

Pour qu’elle se r^duise a/(a?), il faut et il suffit que 
soil nul. Done, <f{x) se r^duit a une constante c (79), qui 
pent d’ailleurs etre choisie arbitrairement. 

Lorsqu’on a obtenu, par un proc^d^ quelconque, ujie 
fonction i{x) ayant pour deriv^e / {x)^ ontrouve, sans peine 
la valeur correspondante de c. En effet, dans I’equation 

faisons X = x©. Le premier membre s^annulant, il vient 


(d?g) C —-Oj 


et, par suite, 


dxt, 


On nomme fonctions primitwes ou intS^rafes indefimes 
de fix) les fonctions qui ont pour d^nvee f{x). On les 
designe par la notation 

Jf(x) dx 

4 

pour mettre en lumiere leur liaison avec Fint^grale ddfinie. 

Cette expression, comme on vient de le voir, ne repr^- 
sente pas une fonction d^termin^e, mais une infinite de 
fonctions, diflKrant les unes des autres de quantiles con- 
stantes. 
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83 Derivation des Integrales dejinies par rapport d 
un paramitre. — Soit f{x^y^ , a) une fonctioa des 
varjablciS . , of qiii reste continue tant que y^ ... 

restent interieurs k un domaine D et a int^rieur a un do- 
mame cQ 

Soil E un domame borne et parfait interieur k D; pour 
toute valeur de a mterieuroa (D, I’mtegrale 

I = /(a?, Y, , a) de 

aura une valeur deterinmee; c’est done une fonction de ot. 

Gette fonction est continue; car, si I’on change a en a + Aa^ 
elle prendra un accroissement 

= .. ,a-+-A«)«fe — ...,«)de 

jr, ..,«)de, 

dont ie module ne pourra surpasser LE; L ^lantle maximum 
du module de A f(x^ y^ •••1 ^)* 

Or, soil 8 une quantity dont le module soit moindre que 
Uecart de a a la frontier e de (0; le point a4- Aa sera encore 
inteiieur a (£), tant que | Aa j sera ^8. La fonction / restera 
done continue tant que x, y, .,, se mouvront dans E et que 
le parametre variera entre a — 8 et a -4- 8. Cel ensemble de 
valeurs etant evidemment borne et parfait, la continuity de / 
y sera unifomie; done L, et par suite AI, tendront vers z^ro 
avec Aa. 

Supposons de plus que / considdrye comme fonction de a 
seulement (x, y, ... conservant des valeurs constantes) 
admette une derivee; ce sera une nouvelle fonction de Xj 
, a, que nous pourrons dysigner par f^ix^y^ •••?^)? 
et nous aurons 

^f{x),y, . ,a)z=/4(ir, 7 , .a-f 9 Aa) A«, 

0 etant une quantile variable, mais toujours comprise entre 
o et I. 
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Si nous admettonsenfinque soil continue dans le meme 
champ ou nous avons deja suppose que f Tetait, cette expres¬ 
sion seia de la forme 

,a)H-R]Aoc, 

R tendaut unifonnement vers zero avec Acr, dans tout le 
domaine E 
On aura done 


Soit Li le maximum de |R| dans E, on aura 



< Ej E, 


quantity qui tend vers zero avec Ax. On auia done 





, a) de. 


L’mt^^grale I admet done une deri\^e, representee par Fmte- 
grale ci-dessus. 


84 Integration par pm lies, — Soit 

/(r) = o(^)iL(j?) 

une fonction formee du produit de deux autres. On aura 
df{x)’zz^*{x)'^{x')dx-^Q{x) ^^{x) dx 

et, en integrant de = a a 5 ; — 6, 

j ' f^{x}^{x)dx-h I <p(j!:)^'(x)dx 

ft ^ 

= f dfi,x)^f(b)-f{a) 


Cette Equation ramene, comme on voit, le calcul de Tune 
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de<» deux mt^grales qui figurent au premier membre au 
calcul de Fautre^ qiii pourra se trouver plus simple. 

Ce procddd de reduction a re^u le nom d!integration par 
parties. 

Quant au second membre f{b) conviendra. 

lorsque la fonction/(^) a une expression compliqu^e, de le 
representer par la notation abr^gie 

[/(*^)]^ 

VII — BerivSes partielles Diff^rentielles totales. 

8S. Passons a la consideration des fonctions de plusieurs 
variables 

Soit, par exemple, M = une fonction de deux 

variables 5 ?, y defime dans tout I’inteneur d’un certain 
domaine D. 

Soit (^, y) un point quelconque interieur k D. On pourra 
determiner une quantite 8 telle que tous les points 

|;r4-y 4 -AjI, 
ou 

|A:r[-H|Ay|<d, 
soient encore mterieurs a D. 

Changeons w en x Aar, sans faire varier j. Si I’expres- 
Sion 

/rar + Aj?, /(^, r) 

Ax 

lend vers une limite fixe quand Ax tend vers z^ro, cette 
limite se nommera la derwee partielle de / par rapport k x 
au point x^y. On la represente indifferemmenl par Pune ou 
Tautre des trois notations suivantes : 

Si I’expression 

f{x, r+^y)—fi^^y) 
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tend de m4me vers une limite, ce sera la ddriv4e partielle 
par rapport a y, et on la repr^sentera par les notations ana¬ 
logues 


y), 


dfix, y) 


Si en chaque point mterieur 4 D il existe des derivees par- 
tielles, chacune d’elles sera une nouvelle fonction de 
d^finie dans I’intdneur de D. 


86 Supposons maintenant qu’au lieu de faire vaner iso- 
lament y, on les change simultan^ment en 
Aj/", etetudions Taccroissement 

Cette expression peut se mettre sous la forme 

f{x -H j -f- Ajk) -f{x, y -hAy) 4 - Ay) -/(^,y) 

ou, en appliquant la formule (3)du n® 78, 

fy{x -h e Aa?, r 4- Ay) Aj? y -f- A 7 ) Ar, 

6 et ^tant des quantiles plus petites que Funite. 

Faisons tendre Lx et Ay vers zero. 9 Lx et 64 Ay tendent 
a fortiori \ers z^ro, de quelque maniere que puissent vaner 
6 et 84 . Si done les fonctions /J., fy sent continues au 
point x^ y, les multiplicateurs de Lx et de Ay tendront res- 
pectivement vers /J.(cr, y) et fy{x^ y). 

Soit d’ailleurs E un ensemble bornd el parfait quelconque 
mterieur a D et dans lequel fy soient continues, Leirr 
continuity sera uniforme. On pourra done, quel que soit E, 
assignor une constante S telle que pour tout point de cet 
ensemble les differences entre ces multiplicateurs et leurs 
limites deviennent < s des que \Lx\^ | Ay [ deviennent < 

On aura done 

(1) Lf[x,y)=f^{x,y)Lx-^fy{x,y) Ay-hRAorn-Ri A34 

R et fii tendant vers z^ro avec Lx et Ay (et cela uiiiforme- 
m^nt dans tout I’ensemble E). 
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On voit done que A /(a?, y) se compose de deux parties, 
fune 

(2) ^ ) Aj7-4-/;(d?, /) A/, 

simplement lin^aire en Hx et Faulre compos^e de 
termes d’ordre plus ^leve que Fun ou Fautre de ceux qui 
precedent. 

L’expression ( 2 ) se nomme la differentielle totale de 
f{x^ y) et se d^signe par df{x^ y), Les deux termes qui la 
composent sont les differentielles qu’on obtiendrait en fai- 
sant varier une seule des deux variables a?, y et laissant 
Fautre constante. On leur donne le nom de differentiefles 
pen tieiles. 

Si Fon supposait, en particulier, que la fonction /{oo^y) 
ne fut autre que x^ /^(^, /) se r^duirait a i, et fy{x^ y) a o. 
L’equation 

^/(^i 7) y) y) ^y 

se r^duirait done k 

dx =: A^. 

En supposant que f{x^ y) se reduisit a y, on trouverait 
de m4me 

dy = Ay, 

et, par suite, 

( 3 ) df{x, y) y) dx +fy{x, y) dy. 

Ainsi qu’on Fa vu aux n"® 73 et 79, la condition n^ces- 
saire et suffisante pour que f{x^ y) reste constante lorsque x 
vane seul (et, par suite, se reduise k une fonction de y) 
7)=:o. 

De m^me, la condition necessaire et suffisante pour que 
f{x^y) ne d^pende pas de y est fy{x^ y) = o. 

Ces deux conditions reunies exprimeront que f est ind^- 
pendant de x et de y^ et, par suite, se r^duit a une con« 
stante. Elies peuvent 6tre resumees en celle-ci : 

df{cc,y) = o- 
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Car, pour que cette expression, egale k 

fxi^^ y) y) A/. 

s’annule identiquement quels que soient et Ay, i\ faut et 
il suffit que /i(^, y) et y) soient nuls separement 

87, Admettons que, par un proc^d^ queieonque, on ait 
mis A f{Xj y) sous la forme 

(4) A/( y) = k-dx dy + Sdx ^%^dy, 

A et B etant md^pendants de dx et dy^ et S, Sj tendant 
vers zero en m^me temps que dx^ dy , on aura 

A =/i(^, /), B ==/; (^, j), 

= A<ij?-+-Bdy. 

Egalons en effet les deux expressions (i) et (4) de A/(jc, y); 
il viendra, en divisant par dx^ 

/) + R 4-/) + R,] g = A + S + (B-h so 

Faisons lendre dx et dy vers zero, de telle sorte que ~ 
tende vers une valeur fixe Aj on aura a la limite 

= BX. 

Celte egalit^, ayant lieu quel que soit X, se decompose 
dans les deux suivantes : 

/i y) = A, fy{x, y) = B 

88. La rernarquf' qui precMe permet de determiner aise- 
menl les derivees partielles et la differentielle totale d’une 
fonction composee. 

Soit, en effet, une semblable fonction 

M, . etant elles-memes des fonctions des variables inde- 
pendantes x^ y^ 
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Pour olDtemr la diflerentielle totale de cette expression, 
consideree comme fonction de , donnons a y, 

des aocroissemenls dx^ dy^ Soient Am, Ac^, , Ay les 
accroissements coirespondants de ii^ i?, » On aura 

A/=:-^Am^-.-4-RAM-4-R1 A(^H- 
du dr 

R, R|, tendaQt vers zero avec Am, Ar, . . 

Mais on a, d’autre part, 

j!iu= ^dx -h ^dy - 4 - S -h Sj £/> -h 
da dy 

=:duSdx-^-Sidy ■+■ , 

^ dx 4 - ^ dy 4 - 4 - T dx 4 - dy 4 - 

ox 0 } ^ ' 

= <ip 4“ T 4- T, 4 - . 


S, S{,* . , T, Ti, . . tendanl vers zero avec dx^ dy^ . . 

Subslituant ces valeurs dans Pexpression de A/, il vient 


Af=: ^ du - 
au 


dr 


afp- 


4- p 4 - Pi dy 4- 


/ df du ^ df dv 
\du dx dp dx 


\du dy di^ dy 

4-- -{-pdx-hpidy-h 



p, Pi, .. tendant vers zero avec dx, dy. 
On aiii’a done 


dx du dx di* dx 
dy du dy di^ dy 


et, d’autre part, 


. df 
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d’ou les deux propositions suivantes : 

La derivee, par rapport h une variable independante 
d'line fonction composee f{u^ ^5 * • •) s^oblient en ajoutant 

ensemble les derivees partielles respective- 

ment multipliees par les dii wees de u^Vj ... par rapport 
d X. 

La diffirentielle totale df exprime au moyen de a, 
V, du^ dv^ de la mime maniire que si w, p, ... 
etaient des variables independantes. 

89 Supposons que des fonctions «, ... des variables 

independantes a?, y^ . satisfassent identiquement a une 
equation 

/(«, P, .•.)z=ro. 

Le premier membre de cette Equation ^tant une fonction 
compos^e de a?, y, .., dont la valeur est constante et ^gale 
a 2 ero, ses d^nvees par rapport k chacune de ces variables 
sont nuiles. On aura done 

dx du dx dv dx ^ ' 

^ ^ M, — 

dy du dy dv dy 



Ainsi toute identite f{u^v^ ..) = o fournira de non- 
velles identites en dgalant d zero les derivees de son pre-- 
mier membre par rapport d chacune des variables inde¬ 
pendantes. 

Ces nouvelies Equations peuvent d’ailleurs se concentrer 
en une seule: 




df—^dw- 




o. 


90. Nous dirons qu’une fonction /(sr, est d^finie 

ou jouit d’une propriety donn^e) aux environs du point 




8o 
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{^9^ /o? • • 0 ^ determiner un nombre positif A, tel 

qne la fonction soit ddfime (on joaisse de la propnete de- 
mamiee) pour tons ks points (a?, /, c.) on — 

Lr —/cjs ••• 


91 . Th^ioreme. — SoitF(a;y y, une fonction des 

variables y^ .. u, laquelle annate aupoint 

(^0^ jKo? •) ^ q )* 


Supposons : i® qu^elle soit definie ei admette des derwees 
partielles continues aux environs de ce 

point; 2® que F'^ ne iannule pas en ce point. 

On pourra determiner une fonction des variables x, 
... definie aux environs du point {xq^ yo, ...) ee preg¬ 
nant en ce point la valeur et quz enfin^ substituee h 
la place de u dans Viqualion F = o, la rende identique- 
meni satisfaite; cette fonction sera unique ei admetlra 
les dcrioees partielles 




En vertn des hypotheses faites snr {^existence et la conti- 
imite des ddri^ees partielles F'j.5 F'^^, on pourra de¬ 

terminer mie qnantiie positive h. telle que, pour tons les 
points j, ... u) on — | /o i? •1 | 

sont ces deri^ees partielles existent et different de leurs 
valeuFS miiiales •••? (FL)o de rnoins de e, en 

designani par e une quantile positive choisie a voionte, mais 
que nous sapposerons moindre en valeur absoluc que (F'^)o. 

Si done on designe par A la plus grande des quantiles 
KFl)o| 4- S 5 |(F^)o[-h£,.. et paiB la quantile I (J;,)o| — s, 
on aura, pour Lous ies points consid^reS; 

m<l(F:,)oH- e<A, 1 F;[<A^ 1 FU>B. 

En outre^ conservera toujours Ic signe de (F^)o 

Cela pose, soil m 1 le nombre des variables x^ y, 
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B 

designons par k le plu? petit des deux nombres A, h. On 

aura, pour tous les points (a?oH-A^, Uo+Au) = (sy w) 
ou Ar<^j ••• Aa^A, 

F(a?, r, ,k)=: F(^,y, .w) — F(a7o, Jo, . • 

= F;^(a?o-+-0A2?,Jo, 

Jo+9iAj, Aj-h... 

4- F;,(ji7o-^ A^, Jo-h Aj, a4-5mA£^)A£/. 

Chacun des m premiers termes de celte expression a son 
module < AA. La somme de leurs modules est done 

< mkke, BA. 

Mais, d’autre part, le dernier terme a son module plus grand 
queB|Aw|. 

Si done nous posons, en particuher, A«^ = ± A, ce terme 
I’emporlera sur la somme des autres et donnera son signe k 
I’expression D’ailleurs, le facteur 

F;(^o-+'Aa?, Jo-4 Aj, M4-0„, Aa) 

a toujours le meme signe, celui de (F'^)o. Done, si Ton pose 
successiYement kic — h et = — A, on obtiendra, pour 
F(^, j, .24), deux vaJeurs de signe contraire. Mais F est 
une function continue de u ; elle s’annulera done pour une 
valeur de u interm^diaire entre i/o—'A et 2/0 +A. Elle ne 
s’annulera d’adleurs qu’une fois, car sa d^nv^e garde le 
m^me signe dans tout cet mtervalle. 

Nous avons done etabli qii’a tout systeme de valeurs de 
,r, j, .. , tel que x — a7o5 y — JKoj ••• ai^ut leurs modules 
non superieurs a A, correspond une valeur unique de u com¬ 
prise entre h et i^oH-A et satisfaisant a T^quation 
F = 0 . L’ensemble de ces valeurs constituera une fonction 
de ^5 j, ... enli^rement d^finie dans ce domaine, et qui sc 
rMuit dvidemment a Mo au point (4?o, jo? •)• 

Soient d^ailieurs (^, j,...) et ( 2 ? H- Aa?, y 4- Aj, ...) deux 
points de ce domaine; u et u + ku les valeurs correspoa- 
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dantes de celte fonction. On aura 
0= F(j:-H y 4-A/, ,w4-AiO—F(^,. .,w) 

= Fi(ar-i-0Aa:,/,>• > 

H- Fy(a? -h Aa;, j + Sj Ay, , u) Ay +. . 

F;(a! + Aa?, y H- Ay, , m -h 5,„ Ak) Am. 

Le multiplicateur de Am ayanl son module plus grand que la 
constante B, cette Equation montre que Am tend vers zdro 
avec Aic, Ay, .... 

Faisons, en particaher, Ay=...= o. L’equation se r^- 
dmt 4 

0 = F4(a:-t-0 Aa-, y, . , «) Aar 

-t-F:,(a:-f-Aar,y. .. ,M + e„A«)Aw, 

d’oA 

Am __ F^(a;+QAar, r, 

F'„(a: + Aa;,y, . ,M-he,„AM) 

et 4 la limite, en faisant tendre Aar vers z4ro, 
c^a:"" F'„{a;, y, 

Les autres derivdes •• se ddtermineraient de m^me. 
ov 

92. TnioRiME. — Soient F 4 , ..., F« n fonctions des 
m-\- n ijariables a?, y,.. .; m, p, tv,. .. s’annulant au point 
(3?o,/o, • , «o, fo, w’o, •••)• Si Von suppose: i-^ qu’aux 
environs de ce point ces fonctions admettent des derives 
partielles continues; a® que le determinant 





du 

dv 

dw 


dF„ 

djj. 

du 

dv 

dw 


ne s'cmnuh pas en ce point, on pourra determiner un sfs- 
time de fonctions des variables x, y, . . difinies aux en- 
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virons du point (aro, yo, )? prenant respectivement en ce 
point les valeurs «o) <^o> w*®) et qui enfin, substituees d 
In place de u, v, <v, dans les equations F, = o, . 
Frt= Q, les rendent identiqnement satisfaites Ce systhme 
de fonctions est unique, et ces foncttons admettent des 
derwies partielles. 

Ce th^oreme est etabli par ce quj precede, ‘dans le cas ou 
I’on n’a qu’une settle dquatioa, et nous pourrons, dans la de¬ 
monstration, supposer qu’il ait ete ^taBli pour le cas de 
n — 1 Equations. 

Cela posd, pour que J soil ^o pour le point Xa, Vo, ., 

“oj Vo, Wo, , il faut evidemment qu’une au moms des d6- 

, dF, dF, dF, , , cc- j ^ c 

nvees • soil difierente de zero Soit, par 

<^F 

eiemple, On pourra, d’apres le theoreme du 91, 

determiner une fonction u de ;r, .. ; p*, w,. qui satis- 

fasse identiquement k I’^quation F, =io et qui admetle des 
d^riv^es partielles aux environs du point joj, ; 

(Vo,.... Siibstititanl cette valeur de u dans les equations sui- 
vantes F 2 =o, , F,i=o, elles prendront la forme sui- 

vante • 

4 ^ 2 ( 0 ?,^, )=:o, , 

Les fonctions etant respectivement egales a 

F 2 , F, 2 , admettront, aux environs du pointJ o? > 

Voj . *, des deriv^es partielles 

dm dm du dx^ ^ dv du d^^ 

Le determinant 




d®, 


dv 

dw 

J.= 

d®, 



d'v 

dw 


• 
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des derivees partielles relatives a (p, . . sera, en n^gligeant 
les termes qui se detruisent, 


du 

du dw 

du 

dp du 

H 

(7P 

du dw 

dvf’ 

dp du 


du du 
dp ’ d«'’ 

par leurs valeurs 

dF, 


dp 

dw 

IT’ 


du 

du 


• J dF 

cette expression deviendra egale 4 et, comme ^ a au 

dr I au 

du 

point (^oj JKoj • • •; Wo, • ••) une valeur Bnie et diffd- 

rente dezdro, J, sera lui-m^me fim et diflPerent de z^ro^ 

On pourra done, par hypothese, determiner des fonctions 
p, ... des variables ind^pendantes ..., qai satis* 

fassent identiquement aux equations €>2 = 0, <^3 = 0,qui 
se reduisent a (^0, • • • pour x = ^oj y = JKo, • •et qui 

admettent des d^nvdes partielles aux environs de ce point. 
Substituant ces valeurs de pp, ... dans I’expression de w, 
on obtiendra pour p, (v, ... des fonctions de . 

satisfaisant aux conditions requises. 

93 . On donne le nom de fonctions implicites k celles 
qui sont amsi dcfinies par im syst^me d’equations non r^so* 
lues 

( - ,w, p, pp, ...) = o, 

( 5 ) . . , 

( p,wp^, .) = 0. 


La demonstration pr^cedenle montre a la fois que ces 
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fonctions pp, ... existent et qu’elles admettent des d^ri- 
vees partielles. 

L’expression de ces d^nv^es partielles s’obtiendra d’ail- 
leurs ais^ment en d^rivanl les identites (5) par rapport aux 
diverses variables ind^pendantes On trouvera amsi, en d^ri- 
vant par rapport a a?, par exemple, 

/ dFi dFi ^ ^ ^ _L_ ^ —- 

1 da: dw da: 

( 6 ) .* 

I dFn ^ ^ ^ _ 

( da: du da: d^ dx dw dx * * 


syst^me d’ 4 quations lin^aires dont la resolution donnera 
sous forme do fractions ayant J pour d^no- 

dx dr dx 

minateur. Ce determinant etanl par hypothese une fonction 
continue de ... et de p, ... qui sont elles-memes 
continues en x, .. est une fonction continue de a?, y, ...* 
D’ailleurs, au point Xq^ jKo? ••••> ^ = ^oj p = Pq? • • • ot 

J ne s’annule pas. Done, dans un certain domdine autour de 
ce point, J sera encore different de zero, et les valeurs de 

^fournies par les equations ( 6 ) ne pourront de- 
dx dx 

venir illusoires. 


94. Les considerations precedentes fournissent la solution 
d’une question importante : 

Soient 

(^) •••* filial i ^n) 

m fonctions des n variables independanles Xi^ Xn 
admottant des derivees partielles continues. Nous dirons que 
ces fonctions sont indipendantes s’il n’existe entre elles 
aucune relation qui perinette d’exprimer Fune d’elles au 
moyen des aulres. 

Un systeme de fonctions tel que ( 7 ) etant donne, propo- 
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sons-nous de rechercher combien il contient de fonctions 
ladependantes 

A cet effet, formons le Tableau des derivees partielles 






dxi 

dxn 

dfl 


dfm 

dx,' 

dxz ’ 

dXn 


Avec les elements communs a un certain nombre de lignes 
de ce Tableau et a un nombre egal de colonnes on peut 
constituer un determinant Construisons tous les determi¬ 
nants de ce genre. Nous pourrons enoncer le th^oreme sui- 
vant 

Thi^oreme — Si I’un des determinants d elenientSy 
tel que celui-ci 




dfi 


dj-x 

dxp 


dfp 

^fp 


dxx 

dxp 


ne s'annule pas au point , ^,2), et si au contraire 

tous les determinants d {p 1)2 elements sont identique- 
ment nuls aux environs de ce point : 

1° Les fonctions W|, Up seront independantes aux 
environs de ce point, 

2° A u contraire, Up^K^ , Um pour r o nt s^ ex primer en 
fonction de ., Up 

En effet, soient , Vm les valeurs de u^, 

au point (?i5 , ,5,2) Les equations (7) etant mises sous la 

forme 

le determinant des derivees partielles de lenrs premiers 
membres par rapport k Xi, , Xp, Up^^ , sera cvi- 
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demment egal a(—11 sera done different de z^ro 
au point (ii, j 7 et Ton pourra regarder les 

equations (8) comme definissant implicitement Xi, , a;p, 
Upj^\^ • • y /w cn fonctions de 1/45 5 Up^^ y au]^ 

environs du point (pi , y , , in) A. chaque systeme 

de valeurs ^ Xp^^^ , Xn suffisamment voismes 

des valeurs initiales . , Pp, ip+i, • -y in correspondra 

un systeme de valeurs de Xi^ Wp Done, r^ciproquement, 
Ui, , Up pourront, par un choix convenable de valeurs 
de y Xn prendre tout systeme de valeurs suffisamment 

voism de Piy Done les fonetions M<y , Up sont 

independantes. 

2° D’autre part, Wp4 .<,..Um sont aussi des fonetions des 
nouvelles variables independantes Mr, Mp, Xp^t^ . , Xn 
Mais il esl aise de voir qu’ils ne dependent pas de Xp^i^ . , 
Xn* Soienteneffet Tune queleonque des fonetions Up^^, 

Um] Xk I’une quelconque des variables Xp^\^ . Xn] nous 

allons montrer qu’on a = o., 

On trouve en effet, en denvant les equations (8) par rap¬ 
port a Xft, 

dx^ * dXp dxk dxi ’ 


^fp ^ ^fp ^^p ^^fp ^ Q 

d^i dxt, dXp dxj^ dxi ’ 

^ +^ rzo, 
dx^ dxj, dxp dxk dxic dxj. 


d'ou, 


*eii elimmant 



• j 


p 


I> =2 o, et enfin 
dxk 


difi 

Ox}, 


o* 


Done Upj^ . Um sont fonctions de , Up seule- 

ment, el la seconde partie du theoreme esl demonlree. 
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9 S. Le cas le plus interessant de cette analjse est celui ou 
= Dans ce cas, pour que les n fonctions Un 

soient distinctes, il faut et il suffit que le determinant 


Ml 

... Ml 

dxi 

dXa 

Ml 

Ml 

dXi 

dXn 


ne soit pas identiquement nul. 

Cela equivaut evidemment a dire que les dilFerentielles 
totaies 


Ml 

dxx 








dxx"¥ 


Ml 

dxa 


dXn, 


sonl Jmeairement distinctes. 

Le determinant J se nomme le jacohien des n fonctions 
Un par rapport aiix variables 
On le represente souvent par la notation 

d{Uu Un) 

afin de rappeler qu’il joue dans la theone de ce systeme de 
fonctions un rdle analogue a celui de la derivee dans celle 
des fonctions d’une seule variable. Voici quelques exemples 
de ces analogies : 

I® Supposons que Xk^ au lieu d’etre mdepen- 

dantes, soienl elles-memes des fonctions de nouvelles va¬ 
riables^!, ..dejSnies par des equations 

Les fonctions 

jf* {^1 > • • • > ) 

deviendront, par la substitution de ces valeurs, des fonctions 
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de yni telles que 
et I’on aura evidemment 


^ ^ ^ ^ ^ d 9 „ 

d/i da!i dj* * ■ ■ da;„ dj 4' 


Le determinant 


d(«i, ... Un) 
dCji,. ..7 b)’ 


forme avec les elements 
deux determinants 


d 7 *’ 


est evidemment le produit des 



... M 


da^B 

d/B 

dfn 


da?„ 

d<pi 

d<Pi 

d7i 

”■ dT; 


d?„ 

d7i 

d/B 


_ d(t<i, ..,K„) 

d(a?i.d;„) 


d(j?„ ..g„) 
d(7i . ,7«)’ 


On a done 


( 9 ) 


d(«i, u„) _ d(t<i. M„) d(a!i, 

d(7ii • • •» 7») d(a’l,. • ■, Xn) d( 71 . • • •» 7'*) 


Supposons, en particulier, que les variables x soient 
exprimees en fonction des variables u, de telle-sorte que 
7 b se confondent avec u,, Un- La formule precd- 
dente deviendra 


0) d(tti, d(a?i. 

d{i»i,...,a!B) d(«i, 

Les formules ( 9 ) et ( 10 ) sent la generalisation dvidente de 
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celle-^ qui donnent la d^fivee d’une fonction defonclion oe 
d’une fonction inverse. 

?IIL — Lignes continues. - Lignes rectifiables. 

96 Lignes continues. — Une ligne, etant d^finie comme 
le lieu des positions successives d’un point mobile, sera 
representee, dans le cas du mouvement plan, par un systeme 
de deu\ equations 


/el o ^tant desfonctions de la variable mdependante qu’on 
poitria considerer comme fig^urant le temps. Si ces fonctions 
sent continues, la courbe sera dite continue, 

Supposons que t vane de la valeiir mitiale ^ la valeur 
finale T Si les vaieurs finales de a?, y coincident avec leurs 
valours mitiales, la courbe sera fermee. 

Plus g^n^ralement, si, pour plisieurs vaieurs diff^rentes 
de a? el y reprennent le m^me systeme de vaieurs, la 
courbe passera plusieurs fois par un m^me point, que I’on 
appellera point multiple. 

La distance d’lin point fixe ($, 7|) au point (^, .2?, y) d’une 
ligne continue est une fonction continue de ^, si le point (?, yj) 
ji’est pas sur la courbe, cette fonction ne s’annulera pas; ella 
admettra done un minimum different de zero, qu’elle atteiudra 
pour line certaine valeur de et qu^on pourra appeler la 
distance du point (5,7|) a la courbe. 

Soient de m^me et (^, 5 ,Y)) deux points prfs 

respectivement sur deux courbes continues 

^ = y = et Y3=:$(m) 

Leur distance sera une fonction continue de t et de u. Si les 
courbes ne se rehcontrent pas, elle atteindra, pour un cer~ 
tain systeme de \aleurs de t et de w, une valeur minimum, 
qui sera la plus courte distance des deux courbes. 



VARIABLES RfiULFS, 


97. Considerons enfin une courbe ferm^e C continue 
et sans point multiple, decnte en faisant vaner t de Iq i 
T = ^o4- w Elle sera caraclerisee"par deux equations 

a^=zF(t) y = 

oil les foncUons F et sont definies de ^ ^o+ satis- 
fonl aux relations 

F(^o-+-C*))=:F(^o), 

A chaque valeur de t comprise dans cet mtervalle corres¬ 
pond un point dilTerent de la courbe, sauf les deux valeurs 
extremes et correspondent au m^me point. 

Soient /(/) et ff(t) deux fonctions respectivement xden- 
tiques aF(^)eta<I>(^) dans Vmtervalle de 4 a et de- 

fimes pour les autres valeurs de t au moyen des relations 

/(if+ Gt)) = /(0, 9(^-4- 0)) = 9(0- 

Ces nouNelles foitctions seiont continues, et les Equations 

^=/(0» r = ?(o, 

oil f vane de — oo a -f- oo, representeront encore la m^me 
courbe (|iie precedemment, d^crite une infinite de fois, de 
telle sorte qu’a chaque point / de la courbe correspondent 
une infinite d^arguments I diflR^rant entre eux de multiples 
de to. 

Cela pose, soient 

et /') deux points variables pris sur une 

mdme courbe C continue et ferm^e, sans point multiple; 
A = y/( x' — )2 4- (y — yy leur distance; 

— i? = /< la difference de leurs arguments. 

Ges arguments n’etanl determines pour chaque point qu’a 
un multiple pres de to, on pent evidemment les choisir de 

telle sorte que h ne surpasse pas ^ en valeur absolue. On 

peut admettre, en outre, quhl est positif, en echangeanl au 
besom les deux points a?, y et a?', y. 
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D’apres les propnet^s des fonctians continues, on pourra, 
quelle que soil la quantite positive a, determiner une autre 
quantite (3 telle que, pour toute valeur de k moindre que 
on ait 

—j?[<-^3 ly —y|<-^> /i<cc. 

‘ \/2 sf2 

Done, si h tend vers z^ro, il en sera de ra^me de A. 

Reciproqueinent, si A tend vers zero, il en sera de m 4 me 
pour h En effet, A est une fonction continue de et de A; 
car la difference entre la distance des points t + hel celle 
des points i-hrfr, est au plus 6gale en valeur 

absolue a la somme des distances du point t au point t + dt 
et du point ^ -t- A au point t dl h dh, lesquelles dis¬ 
tances tendent vers z^ro avec dt el dh. D’autre part, A ne 
s’annule que pour A = o. Done, parmi tous les systemes de 
points ^ -h A, ou A n’est pas mferieur a une quantity fixe 
P', il en existera un pour lequel A prendra une valeur mi¬ 
nimum diffSrente de z^ro. Done, quel que soil d’ailleurs t* 
A ne pourra s’abaisser au-dessous de cl’ sans que A s'abaisse 
au-dessous de 

Si done A tend vers zero, A tendra ^galement vers zero, et, 
par suite, la distance du point ^ a un point quelconque de 
I’arc compns entre les points ^ 4- A tendra aussi vers zero. 

Soil done e un infiniment petit. Si Ton inscrit a la coiirbe C 
un polygone ferme P = tel que chacun de 

ses cotes ait une longueur au plus ^gale a e, ehaque point p 
de Parc de courbe qui joint les points Ct^ sera a une dis¬ 
tance de ses extremites au plus dgale a S, 8 d^signant un 
nouvel inBniment petit dependant de e, et sa distance a un 
point quelconque q de la corde sera moindre que 2 8. 

98 . Or on peut toujours inscrire un semblable polygone. 
11 suffit, en effet, d^^ prendre les difference? — ti des 
arguments de deux sommets consecutifs suffisamment petits 
pour que les cordes aient toutes une longueur au plus 
egale a s. 
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Si le polygone P ainsi construit pr^sente des points mul¬ 
tiples, on peul le remplacer par iin polygone plus simple 
jouissant des m^mes propriet^s. Supposons, en effet, que les 
deux c6t^s et tktk^{ se coupent. On aura evidemment 

Done Tune au moins des deux distances sera <s; 

et en substituant k la ligne bris^e ... la droite on 
a la ligne brisee la droite on aura un 

polygone ayanl moins de c 6 t 4 s que P, mais dont les c6t^s 
auront une longueur au plus dgale a e. 

Repetant au besoin cette reduction, on finira par arriver a 
un dernier polygone P' n^ayant plus de point multiple. 

99 Ce nouveau polygone P' divise le plan en deux re¬ 
gions, I’une ext^rieure, I’autre interieure. 

Nous allons dtablir qu’il existe toujours un point /?, situ^ 
dans la region interieure, et dont la plus courte distance a P' 
surpasse une quantity fixe, difii^rente de z^ro. 

Soient, en effet, A==(^oj^o} JKo) ot B = (^4, ari, les 
deux points de la courbe C pour lesquels a: atteint sa plus 
petite valeur Xq et sa plus grande valeur Xi . La courbe sera 
form^e de deux arcs, I’un allant de A en B, I’autre revenant 
de B en A. 

Gonsid^rons sur ces deux arcs deux points et 

x\ y), dont les abscisses soient comprises entre ^ 
et Xk — p, P ^tant une quantity fixe arbitraire, moindre que 

— La distance de chacun de ces points k I’un quel- 

conque des points A, B ^tant 5 les diflfi^rences des argu¬ 
ments, t — Iq, — ^4 ^0 4- surpasseront une 

quantity fixe y; et, comme Pargament varie de to quand on 
decrit la courbe entiere, on en conclut que — t est compris 
entre ay et w — ay. La distance des points ne pourra 
done s’abaisser au>dessous d^une quantity fixe d. 

Cela pose, la distance entre deux points cboisis a Volont^ 
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sur deux portions correspondantes de la courbe C et du pa- 
lygone P' est <[28. On pourra done determiner sur deux 
points A', dont les distances a A, B soient resp^ctive- 
ment < 28 ; et le polygone se composera egalement de deux 
arcs polygonaux, I’un allant de A! a B', Pautre revenanr de 
B' a Prenons respectivement sur ces deux arcs deux 
points (i, to), (?',V)5 dont les abscisses soient comprises 
entre -H p + 28 et ^ — 28. II exisle sur la courbe 
des points dont les distances a ces deux 4 a sont <28^ 
leurs abscisses seront comprises entre :ro4- ^ et j?, —' 
leur distance sera done 5^1 distance des points (Sv'^o)? 

to') sera 5^0? — 4 ^) quantity qui deviendra, lorsque 8 d^- 
croit, plus grande que , di 6 tant une quantity quelconque 
ihoindre que d. 

Ce1a pos^, coupons le polygone r^duit par la droite 

X = - 1 --^-T-ies points A' et B' n’^tant pas du m^me edtd 

de cette droite, elle traversera chacun des deux arcs A'B' et 
B'A' en un nombre impair de points. En remontant cette 
droite a partir de Pinfini n^gatif, on sera d’abord en dehors 
du polygone, Au premier point d’lnterseetion, on entrera 
dans rinterieur, on en ressortira au second, et ainsi de suite. 

Supposons, pour fixer les idees, que la droite en question 
traverse cj’abord Parc A'B' en m points cons^cutifs, puis Parc 
B'A' en n points, puis Parc A'B' en m! points, etc. La s^ne 
des nombres /i, ml ^contiendraaumoinsdeuxnombres 
impairs. Soil, par exeraple, m! le premier nombre de cette 
nature que contientla s^ne. Le npmbre m + ^tant 

impair, le tronqon de droite contenu entre le 
point d’interse$tion et le suivant sera intft^eur au polygone; 
d’aiUeurs, ses deux extr^mit^s sont Pune sur Parc A'B', 
Pautre sur Parc B'A'. 

Consid^rons un point quelconque de ce tron^on de droite. 
La somme de ses distances aux portions q et des lignes 
polygon ales A'B' et B'A' comprises entre les deux abscisses 
P + 2 8 et — p — 2 8 est au moins ^gale k la plus courte 
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distance de ces deux lignes, qui est > dt. Or, lorsque le 
point ^e d^place sur le troncon de droite consid 4 r 4 , sa dis¬ 
tance a q, d’abord nulle, vane d’une fa^on continue et devient 
plus grande que di. II exisle done sur cette ligne un point p, 

d 

ou cette distance devient egale a La distance de ce point 
a a sera > — • 

D’autre part, Tabscisse de ce point ^tant ^gale a — j 

sa distance a un quelconque des autres points des lignes A^B' 
ou B'A', dont I’abscisse est moindre que + ou plus 

grande que —P—a S, sera an moins ^gale a — P—-2 8, 

quantate qui, pour-8 assez petit, devient plus grande que 

toute quantum inf^neure a — p. La plus courte 

distance du point consid^r^ au polygone P' sera done >J, 
I d^signant la plus petite des quantiles | et dx^ 

JOO. Cela pos^, le lieu des points du plan qui sbnt a la 
distance 28 d’un c6te du polygone P' se compose de deux 
droites ^gales et parajll^les a ce c6t^ et de deux demi-cir- 
conf^rences reliant leurs extremites. Tragons ces droites et 
ces cercles pour chacun des cotes de P'. L’ensemble de ces 
lignes auxiliaires d^composera le plan en un certain nombre 
de regions. Consid^rons, en particulier, celle de ces regions 
qui contient le point /?. Elle est int^rieure a F, et tous ies 
points de son mt^rieur seront 4 une distance de P' plus 
grande que 28. Elle sera limit^e par un contour ferine R sans 
point multiple, dont chaque, point sera a la distance 2 8 de F. 
Le cercle de rayon I — 28, d^crit du point p comme centre, 
sera en entier dans son int^rieur. Au contraire, tous Ies 
points dela courbe C lui seront ext^rieurs, car leur distance 
a P' est <28. 

D^composons le contour R en elements de longueur <28 
par des points de division a, a', .. . Soient a&, a !... 
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des droites de plus courte distance mendes de ces points au 
contoun P'* Ces droites auront 2 5 pour longueur commune. 
Elies ne peuvent rencontrer.sur leur parcours m R ni P'; car, 
SI cela avail lieu, on aurait sur R un point dont la distance a 
P' serait <28 Elies resteront done dans Fespace annulaire 
compris entre R et P'. Enfin, elles ne peuvent se couper mu- 
tuellement; car, si ab et par exemple, se coupaient en 
un point de leur parcours, on aurait 4 videmment 

ab^ <iab b'<C 

Tune des deux distances ab\ cth serait done <28. On aurait 
done ici encore, sur R, un point doni ia distance a P' serait 
< 28. 

II est mamtenant ais^ de montrer que tous les points de ia 
couronne circulaire comprise entre les contours P' et R sont 
k tine distance infiniment petite de la courbe C. 

Consid^rons, en effet, la portion de cette couronne com¬ 
prise entre deux bgnes de plus cdurte distance consdcutives 
ab et Supposons que b soil situ^ sur ie c6t^ et 
sur le cot^ tk du polygone P'. La distance rectiligne du 
point ti a un point quelconque de la ligne bnsee tibacdVtk 
(et en particuher au point tk) sera momdre que 

tib’hba-^ aa'bVbUji<,io$. 

Sa distance a un point quelconque de Fare de la courbe G 
compris entre ti et sera done momdre qu’une quantity (p(S) 
infiniment petite en m^me temps que 8. Mais un point quel¬ 
conque de Fare polygonal qui joint ti et 4 est a une distance 
momdre que 28 de Fare correspondant de C. Si done nous 
traQons, do ti comme centre, un cercle de rayon "^(8)+108, 
il contiendra a son int^rieur toute la rdgion du plan limitde 
par les contours P', R et les droites ab^ d 6'. 

Done tout point de la couronne comprise entre P' et R 
$m h une distance momdre que ^('8)4-108 de Fun des 
sommels et aforthri de la courbe C, sur laquelle ds sont 
situ^s. 
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Le contour H est feme de lignes droites et d^arcs de 
cercle. Mais 4 chaeun de ces dermers on pent substituer un 
polygone inscrit dont ies cotes soienl assez multiplies pour 
que tous ses points soaent k une distance de Fare de cercle 
moindre que ia plus coufte distance de R 4 C et a On 
obtiendra ainsi un polygone S uniquement form^ de lignes 
droites et jouissanl dcs m^mes propri^t^s que R, a savoir * 
1^ il n’a pas de point multiple; il contient k son int^- 
rieur un cercle de rayon Sni; 3 ® et C lui sent exterieurs; 
4® tout point de I’espace annulaire compris esitre P^ et S est 
infiniment voisin de C, 

101 . On pourrait considerer de inline, parmi les regions 
dans lesquelles le plan est decompose par les lignes droites 
et les cercles auxiliaires, cellequienveloppe toutes ies autres 
et s’dtend a I’infini. On verrait aisdment, par des considera¬ 
tions toutes semblables k celles que nous avons d^velopp<6es, 
que tous ses points stJut a uae distance de P' plus grande 
que aS; qu’elle est linistde par un contour ferme R', sans 
points multiples, eaveloppant le polygone P' et la courbe G, 
et dont tous les points sent a ia distance 28 de P^; que tous 
les points de Vespace annulaire, compris entre R^ et P', sont 
infiniment voisins de G; enfin, qu’on pent remplacer R' par 
un polygone S' exclusivement forme de lignes droites et 
jouissant des m^mes propriet^s. 

102. 11 est done ^tabli qu’onpeut, quelle que soit la quan¬ 
tity yj, trouver deux polygenes S, S' sans points multiples, 
iniyrieurs Tun k Tautre, entre lesquels la courbe se trouve 
contenue, etteis que chaque point de Fespace annulaire qui 
les s^pare soit a uue distance de G moindre que yj. 

Soient X, V ies plus courtes distances de ces polygones a 
la courbe C; yii une quantity moindre que X et X'. On pourra 
trouver deux nouveaux polygones S^, S'^, interieur et exti- 
rieur, dont Fycartement 4 la ccurbe soit J seront 
yyidemment compris entre les deux autres. 

J. 


4 



9^ PREMifeRE PARTIE, — CHAPITRE I. 

Continuant amsj, on pourra former une sene de polygones 
interieurs de plus en plus grands S, S^, .et une sene de 
polygones exteneurs S', S'^, comprenant toujours entre 
eux la courbe G et s’en rapprochant de plus en plus 

Les points du plan seront de trois sortes . 

I® Ceux qui, a partir d’uii certain lerme de Ja sene, de- 
viendront exterieurs aux polygones S', S', ; on les nom- 

mera points exterieurs a la courbe; 

2® Ceux qui sont interieurs a partir d’un certain moment 
aux polygones S, Sj, .. , on les nommera points interieurs 
it la courbe, 

3 ® Ceux qui sont interieurs a tous les polygones de la 
suite S', S'^, , mais exterieurs a tous les polygones S, 

S^, .. Ces points, dontla distance a la courbe est moindre 

que toute quantite assignable, seront situes sur elle 

II est done etabli que loutje courbe continue C divise le 
plan en deux regions, Tune ext^rieure, Tautre int^rieure, 
oette derniere ne pouvanl se r^duire a zero, car elle contient 
un cercle de rayon fini. 

103 . Deux points interieurs y, peuvent toujours ^tre 
r^unis par un trait polygonal interieur a la courbe, II existe, 
en effet, dans la sene S, S^, .. des polygones interieurs, 
un polygone Si qui les contient tous deux. Par les points q^ 
5^', menons des droites quelconques qui coupent ce polygone 
en r et r'. Les droites qi , gr'r', jomtes a Tun des deux arcs 
de Si qui reunissent a r', satisferont a la question. 

Deux points exterieurs pourront ^tre reunisde mSme sans 
traverser la courbe. 

Au contraire, toute ligne continue D, qui joint un point 
intdrieur gr a un point exterieur coupera necessairement 
la courbe C. Soient, en effet, u Fargument dont la variation 
donne les divers points de D; Uq^ u! les valours de cet argu¬ 
ment aux points y, qK 

Consid^rons Fensemble des vaJeurs d^ U comprises entre 
Uin et Celles de ces valeurs qui correspondeiitA des paints 
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inteneiirs a C ferment un ensemble borne. Soil U son maxi¬ 
mum Le point U, appartenant a la frontiere entre les points 
interieurs et les points ext^neurs, sera sur la courbe C. 

104 Une ligne L cotitmue et sans points multiples, tracee 
dans rmterienr d’un contour conlmu G sans point multiple 
et ajanl ses extremites sur ce contour, partage Finterieur 
de C en deux regions separ^es. 

Plus g^neralement, considtrons une region R du planlimi- 
t^e : I® par n contours fermes sans points multiples C|, ..., 
C«, exterieurs les uns aux autres; 2® par un autre contour 
analogue Go qui les contient dans son interieur On pourra, 
sans partager R en regions separees, tracer n lignes conti¬ 
nues L|, L,2, reunissant respectivement les contours 

C<, Grt au contour Co. Mais, cela fait, toute nouvelle 
ligne continue L«+4, joignant deux quelconques des points 
frontieres de R, divisera R en deux regions distinctes. 

On exprimera cette propriete d’une mani^re abreg^e en 
disant que Vordre de connexite de R est 6gal a /i 4- 1. 

Ces propositions ^ont ^videntes dans le cas ou Co, C|, 

C/2 sont des polygones, et, si ces contours sont courbes, nous 
avons vu qu’on peut les considerer comme des limites de 
polygones. 

105 . Courbes rectxfiables. — Considtrons une courbe 
definie par les Equations 

Soient ^0? T une serie de valeurs du parairittre^; 

a?o, y0 i j y i j ...; X, Y les valeurs correspondantes de y. 
Le ptrimetre du polygone inscrit a la courbe, et dent ces 
points sont les sommets, sera 

(0 2 v/ ()* 4- (— y a)** 

Si cette somme tend vers une limite dtterminte et con- 
stante, lorsque les intervalles dans lesquels on a 
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divise i’mtervalle T —decrolssenfc mdefmiment d ampli¬ 
tude, ceiie limite reprdseatera la longueur de Varc de 
€ 01(3 be correspondant a cel iiater\aile* 

Pour qtie ceUe Hmite existe, ii faut, en premier lieu, que 
la somme (i) ne puisse pas croitre iadefiniment par unchoix 
d’intei’valles quelconque. Or I’expressioE 

(/A+i -~7 aT* 

est au moius egale a | 1 a | y^j^x —yh j? mais ne 

pent surpasser la somme de ces quantites. Pour que cette 
prein?ere condition soil remplie, il est done n^cessaire et suf- 
fisant que i6s sommes 

— 7 * 1 ' 

soient limitdes et, par suite, que/(i) el ^(f) soientdesfonc- 
tions ^ variation born^e. 

106. Supposons cette condition remplie, et soit L le maxi¬ 
mum du p^rim^tre des polygones possibles. II faudra encore 
que Ic perimetre de tout polygone, pour lequel les inter- 
valles th+i — ti sont suffisammeni petils, soil aussi voisin 
qu’on voudra de L. 

Cherchons k exprimer analyliquement cette condition. 
Nous savons tout d’abord (71) que les fonclions /{t •+• 8), 
f{t + 8),/(f —5), ©(e — 8), ei 8est un infinimentpetit po- 
silif, tendent vers des limites/(iH- o), o(t H- o), f{t — o), 
<f{t - o). 

(iela posd, soit P le p^rim^tre d’un poiygone n coirespon- 
dant aui points de division tt, t/t, ... et soit t un point 
quelconque interm^diaire entre tk et <a+( • Introduisons deux 
nouveaux points de division t — 3 el f H- 8 ^galement com- 
pris dans I’intervalle de k Le nouveau poiygone Et' 
ainsi obtenu diff^rant du premier par le remplacement de 
I’un de ses c6t^s par une llgne bns^e, son p^riinStre P' 
sera jP. 

Introduisons Ici nouveau point de division t. Nous obtien- 
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drons iin trolsieme polygone qiii differe de ff par le rem- 
placement da c6te qui joint les points/(«— 8), o(t — 3 ) et 
/(f-hS), ^(# + 3) par les deuxlignes quijoignent respec- 
tivement ces deux points an pomt/(f), f{t). 

Supposons que 3 decroisse ind^finiment; lespointsy(/—*5), 
_ S) et/(^ + 5), ®(«4- 8) tendront vers les points fixes 
—o), o) et/(i + o), o(«4-o); et, si le point/(f), 

o(f) n’est pas sur la portion de droite qui joint ces deux 
points, nous obtiendrons, par I’adjonction du nouveau point 
de division t, un accroissement de p^rimfetre fini. Soit a cet 
accroisseinent. Le perimetre du nouveau polygone ^tant au 
plus egal k L, celui du polygone n ne pouira surpasser 
L — «, et cela quelque rapproch^s que soient les points to, 
ti, ....., taut que le point t ne fera pas partie de cette 
suite. 

Nous arrivons done k ce r^sultat que, pour toule valeur 
de t comprise dans I’lntervalle de to k T, le point/(i), o(f) 
doit ^tre sur le segment de droite qui joint les points f{t +o), 
^(«-ho)et/(< —o), —o). 

107. Cette condition est suffisante. En effet, soit e une 
quantite quelconque. On pourra determiner une division ep 
intervalles f#, m T, telle que le perimetre P du 

£ 

polygone correspondant soit > L — - • 

Soit fo, f'n •••)<«) • •• autre division en intervalles 
assujettis a la seule condition d’etre tous mofindres qu’une 
quantite fixe 8; nous allons montrer que, si 8 est suffisaiq- 
ment petit, le perimetre P' du polygone ainsi obtenu sera 
plus grand que L — s. 

Considerons, en elfet, un troisieme polygone obtenu en 
prenant, pour points de division, tous les points f* et tous les 

points . Son perimetre P sera >P> L — 

fivaluons, d’autre part, Indifference entre V etP', ensup- 
posant que 8 ait ete pris < 8', S' designant le plus petit 
des intervalles f*+) — f*, auquel cas deux quelconques des 
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points seront sepaies au moms pai un point de la 
sene t!^ 

Soient n le nombre total des points de la premiere divi¬ 
sion, le nombre de ceux de ces points qiii n’appartiennent 
pas a la seconde division Soient, enfin, I’un de ccs der- 
niers points, et ceux des points entre lesquels il 
iQinbe. Le cote da polygone P' sera remplace dans 
par les deux coles 

Or la distance t[tk diflere de la distance i^tk — o, 4) d’une 
quanlite an plus egale en valeur absolue a la distance 
{t’l’, 4—o), de meme 4^^^.^ dilFere de (4, 4 4-o) d’une 
quantite au plus egale en valeur absolue a 4 + ^0? 
enfin diflere de (4—0,4+0) [lequel esl egal a 

(4—o, 4)+ (4? 4 + 0)] d’une qjuantite au plus ^gale en 
valeur absolue a (^', 4 — o) + (4 + 0, On aura done 

< 4 + 4 4i — Cl ^ 2 (a; , 4 — o) + 2 (4 + 0, 

Or les distances (C 4 — o) et (4 + o, Ci) tendent \ers 
zero avec 8, On pent done trouver une quantity tolle que, 
pour toute valeur de 5 mferieure a 8;^, chacune de ces dis- 

gj 

lances soit moindre que on aura des lors 
* on 

44 + 44+1 44+4 

A chaque point 4 dela premiere division qui n’appartient 
pas a la seconde, correspond ainsi une quantite 8^. Si nous 
prenons pour 8 une quantite moindre que la plus petite des 
quantitds 3 ^, ..* et8', nous aurons done 

p'' - p' <+. - ? 7 

d’ou 

P = P»_i=L_.., 

108 . Si I’arc de courbe compris entre les points 4 el T a 
une longueur determinee L et qu’on prenne un point t quel- 
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conque mtermediaire entre T, ies deux arcs partiels 
et auront egalement des longueurs determinees L', 1 J\ et 
Ton aura 

L'H-U'r=:L 

En effet, L est, par definition, le maximum du perimetre 
des polygones iiiscrits a Tare ^oT. Parmi ces polygones, il 
en est qui n’ont pas de sommel en t] mais, en intercalant ce 
nouveau sommel, on ne fait qu’accroitre le perimetre. On 
pent done, pour la determination de L, ne considerer que 
les polygones qui admettent t pour sommet Or ceux-ci sonl 
formas de deux polygones, mscrits, Tun dans Taic ^o^,rautre 
dans Fare tT. En appelant P, P', P^' les peiimetres des tiois 
polygones, on aura toujours 

Done, P etant limite, P' et P^' le seront egalement, et L, 
maximum de P, sera la somme des maxima partiels U, 

II resulte de la que Fare ou le point t esl considere 
comme variable de a T, est line fonction de essentielle- 
ment positive et croissante. Nous la ddsignerons par s Cher- 
chons quelle^ nouvelles conditions sonl necessaires pour 
qu’elle soit continue 

109 . Lorsque t s’accroit de la quantite A, Faccroissement 
de Fare est evidemment cgal a la longueur de Fare compris 
entre les points t h Intercalons done, entre ^ et ^ -H h. 

une serie de valeurs intermMiaires 4; ecrivons,pour 

plus de symetne, 6t tfi+i a la place de / et t + h; Fac¬ 
croissement cherche As serale maximum de Fexpiession 

n 

2 )-/( 4 )]^ 

0 

lorsqu’on fait varier ie mode de division de I’mtenalle; on 
aura, par suite, 

>9(«i) —®(0- 
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Faisant tendre vers ies secon Is membres de ces lEe- 
galites tendront respectivcment vers 

/(^4-o)—/(O et 9(^4-o) —9(0* 

Si done ces expressions ne sont pas nulles, ne pourra 
decroitre ind^finiment avee A, et I’arc sera discontinu. 

En chaugeant le signe de A, on verra de inline que l*arc 
sera discontinu, si 

/(^ —o)—/(^) et 9(^ —o) —cp(0 
ne sont pas nuls. 

110* Snpposons, an contrairc, qu’on ait 
f{t — o) =:/(/ -f-o) =/(/), 

— =9(^*-Ho)=9(^), 

ce qui exprime que f{t) et 9 (^) sont continues. L’arc s sera 
lui*mSmc continu. 

En cflFet, on aura (72) 

/i 9 /aj faj etant des fonctions continues et non d^crois- 
santes. On aura, par suite, 

n 



e 

= r \ftiihi-i) — fl{*k )—+/*(4)|"] 

0 

= V J [/*(**+! )“/*(<*)]) 

1 + [?t(*fcn)—? i(^a)J + [?*(<*4.i) —?»(4)] j 

^ IMt + h) -/,(/)]+ + *)-/.(/)] 

+ + •+* [?t(* 
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Or chacun des quatre termes de cette expre.ssion lend 
vers z^ro avec A, puisque /i, /a, 02 sont des fonctions 

continues. 

Nous nommerons courbes rectijiables celles dont Tare a 
une longueur d^termin^e, fonction continue de D’apres 
ce que nous venons de voir, on les reconnait a ce caracterc 
que les fonctions f{t) et ff{t) sont continues, et a variation 
limit^e. 

111. Si les fonctions/(^) et ©(«) ont des deriv^es conti¬ 
nues au point Pare ^ aura lui-meme une derivde, egale a 

On a, en effet, 

9 () — 9 (4) = 9' (ri) (— h ), 

TAf et ^tant compris entre tk et et, a fortiori, entre t 
et t —j— 

On en conclut 

2 ) - /(^*)]’+ L 9 («*+.)-?( )]’ 

-4>v7^r?iT+Y^. 


Or s/f'^i'^k)+ difffere de d’une 

quantity au plus ^gale en valeur absolue a 

V^[/'(T*)-/'(«)? + 1 ?'(?*) - 

D’ailleors les fonctionset sont continues, done, en pre- 
nant/t asse* petit, on pourra rendre [/'(•s*)—/'(*) j et 
j toeindres qu’une quantity positive quel- 

conqite t. 

On aura done 


I v(/'*(T*)+?'*(4) - N/r*! 0+?'*( ol < * 1^- 
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Done 

( 2 ) j 2 h )] 

sera compris entre 

J 2I\//*(0+ ?'*(/) tHs s,/^\ 

—+ ?'■’( 0 + £ y/a 

et 

v(/'*('') + o'*(0 — sv'2. 

MulUpiions ind^fimment les valeurs interm^diaires /(, . ., 
, la somme (a) tendra vers qul sera encore com¬ 
pris entre les deux nombres ci-dessus. 

Si h d^croitindeliniment, on pourra faire tendre en m^me 
temps s vers zero, et Ton aura a la limite 

H2. La region R du plan interieure a une ligne recti¬ 
fiable (fermee et sans point multiple) est toujours quarrable. 
Partageons, en effet, le perimetre L de cette ligne en arcs 

egaux de longueur et decomposons le plan en carres de 

c6te ~ II est evident que chacun des n arcs obtenus ne 

pourra rencontrer plus de quatre de ces carres. La somme 
des aires des carres qui rencontrent la frontiere de R est 

done au plus egale k ^n — = Cette expression tend 

vers zero quand n croit ind^finiment; R est done quarrable, 

113. Une courbe dans Fespace peat 4tre representee par 
trois equations 

Elle sera continue, si les fonctions ®, 4 le sont. 
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Nous appellerons longueur d’un arc de cette courbe la 
limite da perimetre d’un polygone inscnt 

Des raisonnements identiques a cenx des 105 a 111 
montrent 

I® Que pour que cel arc s existe et soil une fonction con¬ 
tinue de auquel cas nous dirons que la courbe est recti¬ 
fiable, il faul et il sufht que/(^), ©(0? soient conti¬ 
nues et a variation bornee; 

2 ° Que s est une fonction croissante de l ; 

3^^ Que si/(^), ©(^), adinettent au point i des den- 
veevS continues, s admettra une derivee, egale a 


IX. — Fonctions elementaires 


114. Avant d'aller plus loin, il convient de passer en 
revue certames fonctions particulierement simples, qu’on 
designe sous le nom de fonctions elementaires 

Fonctions /ationnelles —Considerons I’expression A a?", 
ou A est une constante et n un entier En lui appliquant la 
regie du n? 75 pour former la derivee d’un produit, il 
viendra 

(kx^y I I n 

—r — 1-- —» 

A x'^ XX r 

{kx^^y = nkx^'^^ 


La derivee d’un polynome entier 


sera done 


A;r« 

71 Aa;"“‘-h -h. 


Celle d’une fonction rationiiellequotient de deux poly- 
nomes, s’en deduira immediatement (75) 

115. Logarithme* — On donne le nora de logarithme 
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arithmetiqiie de x k\^ fbnction definie parl’^quation 
Log^ = 

la variable x etant supposee positive. 

Cette fonction a pour d^riv^e — et s'annule pour x=\, 

X 

Elle est d’ailleurs croissante. 

On a, d’apres cette definition, y ddsignant une seconde 
variable positive, 

dho^xy=i — H- ^ = rfLogo:-hrfLog/, 

xy X y 

d’ou 

Log^y = Logj;-h Log/-f- C. 

Pour determiner la constante C, posons j? = i, y = i; les 
logarithmes s’annulent tous; done C = o, et 

(1) Logo:/ = Logo? 4- Log/, 

Pour la valeur particuliere/* = -> cette equation devient 

X 

( 2 ) Loga?4-Log—r= 0 . 

X 

Si X tend vers 00 , il en est de meme de son logarithme. 
Soit, en efiet, a un nombre quelconque > i; dhs que x sera 
devenu plus grand que on aura 

Logo? > Log a^>n Log er, 

quantite qui tend vers 00 avec n, Log a etant positif. 

Si X tend vers o, Log^ tendra vers — ooen vertu de I’equa- 
tion ( 2 ). 

116. Exponentielle. — Le logarithme de x^ etant une 
fonction croissante, ne reprend pas deux fois la meme va¬ 
leur. II a done une fonction inverse. On la nomme fonction 




Y4KSA3LES SSfiSLLES 


109 

expomnlielle^ et on la represei^iite par Cette fonction est 
amsi definle par Fequatjon 

X = Log/. 


Elle croit iivec x, est 4 s^ro pour x=: — go; 4 i pour 
x = o, 4 GO pour x = Pour ^ = e^ elle prend une va- 
leur d^termmee e, que sious calculerons plus tard. 

Elle a pour derivee 


Done 


dy _ 3 

dx dx 

dy 


(3) (3-y=:e-. 

Posons enfin dans la formnie (i) 

Loga?=:M, Log/ = (>, 

d^ou 

Logj?/— u -h 

On en deduit 

yzzze^^ a?/=:e’^*»* . 

et, par suite, 

(4) 

En parliculier, si ^ — a, il viendra 

(5) e«e~“ = i. 

117. Fonction a?"'. — Nous d^signerons par le syinbole 
la fonction definie par F^quation 

( 6 ) 

X etant une variable positive. 

Si m est un entier posUif, elle est, d’apres la formule (4)^ 
le produit de m facteiirs ^gaux a ou si m est n^gatif, 

ce sera le produit de m facteurs-egaux a —• Si m est une 
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fiaction on aura, cn Levant I’^quation (6) a la puis- 
sance q, 

=z =XP 

Done y sera la racine positive de Tequation binoine ci“ 
dessus. Cette racme positive, dvidemment unique, se nomine 
la j acme g'*™® arithmdtique de xp. 

Gdndralement, y — x^ tendra vers o, i, +00 lorsque 
nzLog^ tendra respectivement vers — 00 , 0 , + 00 . Si done 
on suppose m. positif et eroissant inddfiniment, tendra 
vers o ou vers so suivant que a; < i on x'y>\ 

On a evidemment 


(7) 

( 8 ) 


^ n)l>o%x ^ 

^nLoga"* ^ ^ 


On trouve enfin, en appliquant la regie pour d^river les 
fonctions de fonctions, 
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^ ^ CO cc 


formule qui n’avait ete ^tablie jus'qu’a present que pour 
m entier positif. 

il8. Fonctions tjigonometriques, — Les fonctions smor, 
cos^ir, tang^r, cot^ etant definies comme dans les elements, 
il est ais^ de determiner leurs derivees. 

Remarquons d’abord que, si Ton change ^ en a? 4-A, les 
accroissements de sin;r et de cos^r seront les projections de 
J’arc h sur les deux axes coordonnes, et leur module rie 
pourra surpasser h Done sm:r et cos.r sont continus. 

On a en second lieu 


d’oii 


2 sin ^ corde A < A < 2 tang^j 


h 

_ 2 sin — 

h 2 

cos - < —=— < j 


h 
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Si h tend vers zero, cos - tend veis i ; done 

h 

2 sin - 

lim— 

n 

Cela pose, on a 


1 (sin ;2 

z=z lim 

sin(. 2 ?-h li) — sin X 


h 


(lO) 1 

lim 

h 

2 sin- 

2 / h\ 

—-— cos { -h “ j — CO? X 


et, par suite, 




(ii) (cos^)' 

r -j 

3 

1 

=-cos0-^) =- 

— sin^, 

(i 2 ) (tanga?)'=( 

( sin^ Y 

_ cos^^+sin^^r_ 

I 

^cos^ / 

cos-^o; 

cos*^’ 

(i3) (cota.)' =( 

( COS^ Y 

cos* si n^ a? 

1 

; sin^ } 

sin^x 

sin* a? 


119. Fonctions trigonometriques inverses: — Si nous 
faisons parcounr a la variable x la suite des valeurs com¬ 
prises entre Xric — ^ et A-ix -j- ^ {k etant entier), la fonction 

u = sino; prendra Successivement les valeurs comprises 
entre — i et -+• i, et chacune une seule fois. On pent done 
recipro’quement considercr x comme une fonction de de- 
finie dans rintervalle de — i a + i. 

Cette fonction ^k{u)^ inverse de sin^, admettra une de- 
rivee eeale a 

I _ I ^ (-tV- ^ 

(sinj?)' , COS. 2 ? sji — 

le radical devant ^tre pris avec sa valeur aritlimetique; car, 
lorsque x est compris entre ^tc— j el k7t-]r -y son cosmus 
a le signe de (— i)*. 
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La d^riv^e pr4c4deKle cesse d'aiilears d’exister, en deve- 
nant infinie pour les valours extremes « = ± i. 

120. Gonsid^rons Fare do courbe repr^sent^ par Fi^qua- 
tion 

X = (fji{u). 

A.UX deux extr^mites de cel arc, on a respectivement 
a? = Air—^5 ji = sin ^/.7t 0^1 
x=:kv:-h^i k = sin = (—0* 

Si done k est un nombre pair a m, on aura pour « = i, 


el pour u 


x~ 2 »tirH—I 

3 


a? = 2/»;r- 


?Sm(0 = 2W!n4-^» l) = 2OTrt— 

Au conlraire, si k est un nombre impair 2 m 4- 1 , on aura 


?sm+i(0'=(3ffH-i)ir —-> i) = (2m4-i)7r + 


II r^sulte de ces formulas qu’on a 

= ?IOT4-i (*)) ?*w(—*) — — *)• 

L’arc de courbe, repr^sent^ par I’dquation 
a; = <?*(«), 

so raccordera done a ses deux extr^rait^s avec les arcs reprd- 
sent6s par les Equations 


K>m 
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On se trouve done naturellement conduit k consid^rer 
I’ensemble de ces divers arcs comme constituant une courbe 
unique dont ils seraient les tron^ons, et les fonctions oa(h^) 
comme formant autant de branches d’une fonclion unique, 
laquelle aura pour cheque valeur de u une infinite de valeurs 
distinctes, au lieu d’une seule, comme nous Favons admis 
jusqu’4 present. Cette fonction, inverse de sin^tr, se repr^« 
sente par arcsinj;; et nous d^signerons par Arcsine celle 
de ses branches qui correspond k k = o. 


121. Soit 


u =: C0S4: = sin — cej. 

Si I’on designe par arc cos u la fonction inverse, on aura 


X = arc cosUi 


n 


• X = arc sin w, 


d’oii 

(*4) 


arc cos « z=: — arc sin Uy 


(arc cos 4)' = — (arcsinMy= 


±1 


\/1 — a’ 


le signe dependant, comme tout a Fheure, de celle des 
branches de la fonction que Ton consid^re. 

122. L’mversion de la fonction 


II = tangiP 

donne lieu k des considerations analogues aux precedentes* 
Si Fon fait varier x entre Attc el (/r •+• i)7c, u prendra toutes 
les valeurs reelles^ chacune une seule fois. On pourra done 
considerer r^ciproquement x comme une fonction de 
inverse de tang^. Cette fonction fk{u) admettra pour de- 
rivee 

(i5) --- = cos*£r=—--=-r* 

' ' (tangor/ i-h languor j-h n* 
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Les diverses fonctions pourront toe considtoes 

comme autant de branches d’une fonction a valeurs mul¬ 
tiples, que Fon jreprtonte par arc tang w Nous designerons 
par Arc tang M celie de ces branches qui s’annule pour m = o. 


X. — D6riv6es et differentielles d*ordre superieur. 

123 Soit ii-=:f(^x) une fonction de ayant une d^- 
rivee u' Si cette nouvelle fonction admet elle-rn^me une 
dmvee, on la lepresentera par f"{^) ou D^u et on 
Fappellera la derwee seconde de u 

La d^rivee de sera la derwee iroisieme de w, et se 
reprdsentera par f”{x) ou D® u , et ainsi de suite 

La diff^rentielle ul dx de la fonction u esl une nou\ellc 
fonction de x dont on pourra chercher la difftontielle 
Cette nouvelle differentielle depend de la relation qu’on 
voudra etablir entre la variable x et Faccroissement dx 
qu’on lui fait subir. 

Or soient D le domaine dans Finttoeur duquel/(^) est 
supposee d^finie; E Fensemble des points inteneurs dont 
F^cart a la frontito est moindre qu'un nombre fixe o, pour 
tons les points de E, on pourra, sans risquer que x -\-'dx 
sorte du champ, assigner a dx unc intoe valeur constante 
de module <3; rfj; ctant axnsi constant dans E, la diff^- 
rentielle de dx y sera egale a v!' dx dx — ii^dx^* Cetie 
expression se nomme la differentielle seconde de m, et se 
represente parrf^a 

Si Fon fait decroitre 3 ind^finiment, E s’etendra de maniere 
a englober successivement chacun des points inteneurs a D, 
ce qui permeltra d’etendre la definition precedente de d- u a 
tout Finterieur de D. 

De mtoe, d^u aura une difftontielle d^^dx^; ce sera 
la differentielle troisieme de w, et on la represente 
par d^u. 
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Continuant ain^i, on aura 


d’oii 




_ du 

dx^ 


dii> li dx j 

d^u ^ u^dx^, 

.. 

d^U’=. dx^, 


— ^ 


u5 


„(») = 


d'^ii 


Chacune des deriv^es successives de u esl amsi un quo- 
tient de diffdrentielles, ce qui donne une nouvelle maniere, 
trfes souvent employee, de repr^senter ces quantiles 


124. Si Ton donne li a; un accroissement Aar, la fonc- 
tionjf(ar) prendra un accroissement 

A/(a:) =/(ar + Aar) —/(ar), 

que nous appellerons la differencepremiire de/(ar). 

La difference de la difference premiere sera la difference 
seconde, et se repr4sentera par A*y(ar), et ainsi de suite 
Posons, pour abr^ger I’^cnlure, 

/(a: + 11^)= ff. 

On aura, d’apres la definition precedente, 

(1) /»=/«-!+A/«-‘ 

ou symboliquement 

(2) Z" = (i + A)/»-‘ = (1 + A)'/"-*=... = (i -f- A)«/. 

On aura reciproquemenl 

A/® 

A*/*= A/‘- A/»=/»-/‘ -/■ +/“ =/*- 2 /‘ -+- f\ 
et gendralement 

(3) A*/* =/'*+^/*”* ■*" ®/““*+• • • +1^/® j 

A, B, ..., K etant des coefficients numenques. , 
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f i 6 

Pour les determine!*, prenons la difference des deux mem- 
bres de Fequation (3). II viendra 

KA/o. 


Mass Fequation (i) peut 4tre mise sous la forme symbo- 
liqne 

Done 


^ _ j) ( fn ^ K/^) _ ,) 


On aura ,donc, en changeant n en n — i, .. 

(4) A^/o=: (/- l)A''-‘/®=r.. (/- I)«-^A/^^ (/-O", 


pourvu que, le d^veloppement efiectud, on remplace le der¬ 
nier terme (— i)” par (— i)"/® 


125. Les signes d’op^ration D et A peuvent 6tre permuttSs 
entre eux; car on a <5videmment 

D A/( iP ) = D [/(a?-+-Ad?) —/(d?)] 

== D /(d? -f- Ad?) — D/(d?) = AD/(d?) 

En posant, pour plus de clart^, 

4*-*/(af) = ?(a;), 

on aura done 

^ <p'(dr)r=A»-ijr(^). 

Cola pos6, appliquons k la fonction y(d?) la formule 

A/(d?) =/(d? -H Ad?) —/(dr) = Ad?/'(d?H- 5 Ad?), 

6 etant compris entre z6ro et i. 

II viendra 

A'*/(d?) = Ad?(p'(d? -f* 5 Ad?) = Ad?.A'*“*/'(d? -h 0 Ad?). 

On aura de m^me 

A«“7'(d?) = Ad?.A«-V"(d?-t- 6 , Ad?), 
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8 , etant compris entre o et i; et, par suite, 

A»/(a;) = lkx’^f'^{x H- 0 Aa; -+- 9, Aa; 4-. 

= Aa;"/®(a; H- 1 Aa;), 
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t 6 tant compris enti'e o el n. 

Divisant par Aa;" et faisant tendre Aa; vers zero, on aura 
a la limite, sif^{x) est continue, 

(5) = 

126. Soit u — une fonction de plusieurs variables 

independantes a?, 7 ; ses d4riv^es partielles ^ pourront 
admettre elles-mdmes des d^riv^es partielles. 

Nous d^signerons les d^rivees partielles de ^ par/]^,, (a?, 7 ), 

y) ou par D^ou enfin par g, 

^ frri^^y) «« %/ ou 

En g^ndral, repr^sentera la fonction d^- 

duite deyen y effectuant successii ement m derivations par 
rapport 4 x, puis n derivations par rapport a/, puis p deri¬ 
vations par rapport a a?, etc. 


127. Posons 

^ /(^. r) =/(^ + y) —/(^j 7). 

j') =/(^) 7 +Ar) —7)- 

On aura evidemment 

j A,A/(x, y) =/(ic 4- Aa:, 7 4- Ay) —/(a: 4- Aar, y) 

—/(^. 7 + 4^) +/(^> 7 ) 

= AA,/(a:,y). 


(6) 
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Posons, pour plus de clarte, 

On aura 

AA,/(a?, y) = (f(x + Ax, y) — <o(x, y) 

— + d Ax, y) Ax 

= [f'x{x+eAx,y-^Ay)—f;,,{x-^6Ax, v)]Aa- 
z= /l,y{x 6 Ax, y 9iAy)AyAx 

Done 

=/I, (^ + 9 4«,A^) 

Si la fonction fly est continue au point x, y, on aura, en 
faisant lendre Ax et Ay vers zdro, 

(,) 

Si flfx, y) est continue au point x, y, on trouvera de 
m4ine 

et, en vertii de P^galite (6), 

(8) J)- 

Nous obtenons done le th^or^me fondamentai suivant : 


Th^oreme. —• Si les derhees partielles /^, /"y, 

existent aux environs da point a?, si, de plus, 
sont continues en ce point, ces deux derivees partielles 
seront egales 

On voit par la que deux denvations successives, operees 
par rapport a deux variables diffi^renles x, y, peuvent (sous 
les conditions pr^cedentes) ^tre interverties sans chang^er le 
resultat final. On en d^dmt 


(9) 


dx^"- d/" dxJ* ... • dy^^"^ 
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1*9 

en operant d'abord loutes les derivations relatives a puis 
celles relatives a y. 


128. On voit aisemenl qu’on aura en general 

Am->rn 

A™Af/Ca;, y) = t Ar, / + Aj) Aa;"' A/”, 

t etant compris entre o ct m, entre o et /z. 

Si done la ddrivee partielle d’ordre m + qui figure au 
second membre, est continue au point a?, y, on aura, en fai- 
sant tendre et Ay vers zero, 

r) _. A^»A?/(^,y) 

129. Considerons maintenant la differentielle totale 


df= 


dx 


dx “H 


dy 


dy 


de la fonction /(^, y) La diffdrentielle de cette differen- 
tielle, prise en supposant dx el dy constants, se nomme la 
differeatielle seconde de /, et se designe par d^f. La diffe- 
rentielle de d^f sera la difierentielle troisieme et amsi 
de suite 

On a, d’apres cette definition. 




dx^ 


dx dy 





et, plus generalement, 




- / ■ ■ dxdy . 

/«—1 A<%j' 


>o»7 




m{m — i) .(m — « + i) d‘"f 


I 2.n 


dx”‘-'‘ d/" 


dx'"--”' dy 




dy” 


dy” 
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ou, SOUS forme symbolique, 

/ f) f) 

(.0 ‘'"/“(s"''”+ ??''■>■) f- 


Cette formule ^tant v6rifi^e pour dfei d^f, il suffira d’^ta- 
blir que, si elle est vraie pour un nombre /», elle sera vraie 
pour /?« + !• 

Pour cela, difF^rentions cette formule. Nous obtiendrons 
evidemment un r^sultat de la forme 


f ~ r-4 -4- A, -T- ^ 




II reste a verifier I’expression des coefficients nume- 
rlques A. 

Or, le terme g<5n^ral 


A 


n 


d"*+*/ 




provient de la differentiation par rapport 4 a? du terme en 
dx”‘~'‘dy'‘ de I’expression de d”^f et de la dilFerentiation 
par rapport a y du terme precedent Ces lerines ayant res- 
pecdvement pour coefficients 

;h{ m — I). .(m — « -t- 1 ) m(m — i) ..(m — n + 2 ) ^ 

1 . 2 . 1 . 2 . .(n — 1 ) ’ 


A„ sera egal k la somme de ces deux quantit<5s, soil 4 

m(m — i)...(m — n-h 2 ) / ^ m — «-+• i \ 
1 . 2 ...(m — i) V “ / 

_ + . .(m--/t-i- a) 


ce qui confirme la formule. 

130. Soient « et p deux fonclions d’une on de plusieurs 
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vaiiables. On aura generalement 

rz V d'^ u -f- m 4 -... 

f . 2 . ./2 

Eui effet, et Ap' ^tant les accroissements de u et de on 
aura 

A{uv>) = (w 4- Ai/) 4“ Ai>) — Ai^ 4- w A(*4- Am A(^. 

Negligeant le terme du second ordre Aw A^, et remplagant 
iu^ Ap par leurs valeurs prmcipales du et on aura, pour 
valeur prmcipale de Aiif', 

4 - udiff 

ce qui confirme la formule pour /?i = i. 

D’ailleiirs, en la supposant d^montr^e pour le nombre m, 
on verra, comme pr^c^demment, qu’elle est vraie pour 
m + i. 


131* Plus generalement, soit V=/(m, v) une fonction 
quelconque de u et de p, u tl v etant encore des fonctions 
d’une ou de plusieurs variables independantes a?, y. Propo- 
sons-nous de determiner les differentieUes successives de V. 

On a pour la differentielle premifere ainsi que nous 
Tavons vu, 

dy = % du + ^dv. 
du de 


Pourcalculerla differentielle seconde d^Y, il faudra diffe- 
rentiercette expression. ^ fonctions de u, 

i>, qui ont respectivement pour differentieUes 


Ada 

du* du di’ du di> 


tl 

dv* 


du. 


D’autre part, rfw, dv dependent de x,y, ... et ont, par 
definition, pour difKrentielles «, d* v. Appliquant la rfegle 
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Irouvee pour difP^rentier un produit, il viendra done 


d*V: 


d^-f 

du* 

df 


du 


+ ^d^u- 
ou 


du^ 


JIL 

dudv 
dv 

dV 


du + ^ 




dv 


d^t 

dv^ 


’ diddudv + 

^ du dv 


du 


0^ 


Une noyvelle diff^renUation donnerait d^Yy et ainsi de 
suite. 

On voitj par les formules qui precedent, que dV a la 
meme forme que si w, ^taientdes variables independantes, 
mak il n’en est pas de m4me des differentielles suivantes 
(i®V, par exemple, contient des termes en d^u et 
n’existeraient pas dans cetle hypothese. 


XL — Changements de variables. 

132. On a souvent Poccasion de substituer au\ variables qui 
figurent dans une formule de nouvelles vaiiables ayant a\^c 
les premieres une liaison connue. Nous sommes actuelle- 
menl en mesure dbndiquer les regies a suivre pour effectuer 
cette operation lorsque les fonctions a tiansformer eon- 
tiennent des deriv^es. Nous aliens les exposer en commen- 
^ant par les cas les plus simples. 

Th^ioreme I. — Soli ^:=:F(:r) une fonction de x 

ayant pour derwies successwes * Supposons 

que Xy au lieu d^Hie une variable independante^ soit lui- 
m4me fonction d^une nowelle variable ty et sotSnt x\ 
of y .,. 5 * les denvecs successwes de x et de y par 

rapport d t. 

On demande de trouver les lelations qui existent entre 
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y etant, par rapport a imefonction de fonction, on aura, 
par la rfegle connue, 

dx 

Ddrivant de nouveau par rapport i en remarquanl que 
d y 

— est une fonclion de a?, qm est Im-mime fonctiou de <, on 


dx^ dx 


Derl\ant encore, on trouvera 

dx^ dx^ dx ^ 

R^solvant ces equations par rapport a 
trouvera reciproquement 

dy _ 0 ?'/'— 

^ ^ dx x^ dx- a?'* ^ 


On remarquera qu’en appelant d\ x^ d\x^ .. jKj d\y 
les dilTerentielles successives de ^ et de par rapport a la 
nouvelle variable on aura 



Done la deriv^e de ^ par rapport i a? reste ^gale au rapport 
des difFerentielles de x et de y^ quelle qne soil la variable 
inddpendante. 

L^expressfon des denv^es suivantes est axr contraire chan- 
gee. On aura, par exemple, 

d^y diX d\y — r d\ x 

dx^ d^x^ 
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133. Probleme 1L — Soit, comme precedemment, 
y==F(: 2 ?). Posons 

{2) x—f{t,u), 

Nous aiirons trois equations entre y, u. On pent done 
considerer x^y^ u comme des fonctions de t, Gela pose, on 
• dy (P y • 

demande d^exprimer ••• en fonction de Uj 

dll d^u 


Prenons les denv^es successives des equations ( 2 ) par rap¬ 
port a la nouveJle variable independante t, 11 viendra 


puis 


dt du dt 




dt 


d(p du 
^ dt^ 


dy du d/ d^u 

X dtdu dt ^ du* dt* du dt* ^ 

d*9 S[ff! dy d*u 

y —W^'^dtdu Tt ■*■<#«* W 


On n^aura plus qu’a substituer ccs valeurs dans les expres- ' 
sions (i). 

134. Applications. — i'* Soient x^z^eos^^ y = psin9. 
On demande Vexpression de la quantite 



dx* 


(nous la rencontrerons dans la theorie des courbes, sous le 
nom de rayon de courbure) en fonction de p, 
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On 


aura 


* 2 ?' = ^ cos 9 — p sin 




de 


sin 0 + p cos 0, 


et 


(-s)*=(-s)*=^^. 


R: 

zc'* -4- t '* — -+- o* 


x'y" — y'x"’ 


x'y—y'af— COS0—p sin 6^ sin 6+a ^ cos 0—p 8iii5^ 

-(^^sine+pcose^(^cos&-a^8in0-pcose^ 


c/o* c?* p 




dp' efip 

'5g5 -P5§r+P 


135. 2 ® variables x et y etant Hies par une 

equation y on demande exprimer les deripees x\ x\ ... 
de X par rapport dt y en fonction des derivees y', ... 

de y par rapport d x. 

On a, par le th<6or^me surla d^riv^e des fonctions inverses, 



Prenons la d^riv^e de ^ette Equation par rapport k la nou- 
yelle variable ind^pendante^. En remarquantquey,y^, ... 
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sont des fonctions de x, qui lui~meme esl foncUon de y, le 
theoreme sur la derivee des fonctions de fonctioxi donnera 


a:"=:-^x' = 


7 


ay’ 


_zl 

37 ” 
7 " 




JTb 


136. Les fonctions de plusieurs variables donnent lieu a 
deux questions analogues, que nous allons traiter 


Probleme III. — Sou z line fonction de deux variables 

y. On pose x=if(t^ = ^ ^ etant deux nou- 

relies variable*^. On demande d!exprimer Ids derheespar- 

. dz dz d^z d^z d^z - . , ^ 

fonctioa de t, u, 


dz dz fPz 

di'Ju'W 


z ^tant fonction de x^ qui sont eux-m^mes fonctions 
de /, 1^5 sera une fonction compos^e de ces deux nouvelles 
variables. Prenons ses d^rivees partielles successives; il 
viendra 

dz _ dz dx dz dy 

^ dt dx dt^ dy dt ^ 

f 3) 

^ ^ ^ dz dy 
da dx du dy du ^ 


dz dz 


puis, en remarquant que —9 ^ sont des fonctions de 
eux-m^mes fonctions de t et de w, 


I ?1!£ ^ dx\ dx dz d^x 

1 dt^ ^ \dx^ dt ^ dxdy dt) dt Hx dt^ 

I f d^z dx d^y 

j V^tz? dy dt ^ dy^ W/ W d/ dt^ 

1 — d^jg dx dy d^z /d/V 

I dx^ \ dt ) dx dy dt dt ^ dy^ \ d^ / 

f d^^ dz d^y 

^ dx ^ dy 


( 4 ) 
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el 


(5) 


( 6 ) 




dtdu 


d^z d.z Ox 
Ox- dt da 
d^z dy dy 


d'^z ^ dx dy 
dxOy\dt du'^ du lit 


d}- dt du dx dtdu dy dtdu 
d'^z dx dy d^z/dy 

^ « I ' *" 2S-^ ■ -«• “r“ -4- -r— I -r— 


du"^ dx^\du J 


“H 2 

d 


dz dV 
dx du“ dy dtt^ 


dxdy du du 
d^y 


^7 


- \du) 


On calculerait de m^me le? derivees troisiemes, etc. 

Cola pose, les equations (3), lin^aires ^ permettent 

«/ 

d’eiprimer ces quanlit^s en fonctions de ~ et des ddn- 

ot dll 

Yees partielles de x et y, lesquelles sont des fonctions con- 

nues de u Portanlensuiteles valeurs trouvees p&ar —9 ~ 

^ dx dy 

dans les equations ( 4 ), (5), (6), on pourra les r^soudre par 

rapport k "Oxly^ ly^^ m^me pour les di^nv^es des 
ordres superieurb. 

Cette m^thode esi evidemment applicable a des fonctions 
d’un nombre quelconque de,variables. 


137. Remarque* —On ne doit pas perdre de \ue qu^ la 
deriv^e partielle ^ d’une fonction de deux variables x^ y 

est, par definition, la derivee de z consid^re comme fonction 
de 5 ?, y restant constant. Si nous remplacons y par <p(a 7 , m), 
de telle sorte que les nouvelles variables independanles soient 
X et la nouvelle deriyee partielle par rapport k x sera la 
d4riv4e de z pat* rapport k x^ u restant constant. De ce 
changement de definition r^sulte naturellement un change- 
ment dans la valeur de cetle deriv^e partielle. 

Soil, par exemple, 5 = F(j?, y). On aura 

dz dF 
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Mais, apr^s le changement de variable, on aura 

or / SI dz dF , dF do 

138. Exemples. — i® Soient z trois variables inde- 
pendantes. Posons 


at bu -4-c{», 

y=:a! t 4“ d' M 4 - c' p, 
zrzza” Wu 4 - c”v^ 


bj ... ^tant des constantes choisies de telle sorte que la 
substitution soil orthogonale^ c’est-a-dire qu’on ait 

4- 4- 4*= 4- w* 4- 

Cette condition fournira le syst^me d’^quations suivant, 
a* 4-U5'* 4-a^* =1, 

4-^'* 4-^-r, 

C» 4-o'* 4“C^* ==1, 

ab’-h a'b*^a^b^z=zo, 
be 4- 4- b’^c^ = o, 

ca 4- 4" = o, 

ou le suivant, qui lui est equivalent, corame on sait, 

<z« 4- 4- c* = i, 

aO =1, 

a"* -t-M‘ -f-c** =1, 
aa^ 4- bV 4- cd zn o, 
a'a''4-d'd^4-c'c^=:o, 
a!^a 4- b^b 4- dc = o. 



Soil mam tenant V une fonction quelconque de y^ z. 
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Consid^rons les deux expressioas 



d^V d»V d»V 
da?-* dy* ds* 


qui se prdsenteat dans un grand nombre de probl^mes, etque 
M. Lamd a nommees les paramitres diffirentiels du pre¬ 
mier et du second ordre de la fonction V Proposons-nous 
de les exprimer au moyen des ddrivees partielles de V par 
rapport aux nouvelles variables t, u, v. On aura 
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\joulons Ics Carres des Irois premieres (‘quations 11 vien- 
dra^ en tenant oompte cles equations (^), 



Les troib sui\antes, ajoutees ensemLle, donneront de 
meme 

dt^ ‘ du^ ^ dz- 

La jorme des parametres dijferentiels n!est done pas 
altereepar une substitution orthogonale effectuee sur les 
variables^ et e’est a cette circonstance que ces expressions 
doivent leur importance en AnalysCc 


139. 2 ® Posons 

.a? = psinScosi}/, y =:p sinSsin^j ^ = pcos5, 

ot proposons-nous d’exprimer les parameti'es diff^rentieis 
de V enfonction des nouvelles variables p, 0, A. 

Le changeinent de variables qui precede ^quivaut evidem¬ 
inent aux deux suivants, operes successivement 

.rrzi/cos^', y rsint}/, zz=zz 


et 


r=rpsin6', 4'~4'> zz=pcos8. 

Efifectuons le premier changement de variables. II viendra 


dV 

do? 


, dV , 


dr 

dV dV . , dV 

d^Y ,, d^Y . , 

^ ^* sin* 4, - 2 ^ sin t cos + _ r-cos*<|; 


d^Y 


dV 




dV 
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On en deduii immedialemsnt 

\di ) '^ / “ \dxj '■ \'Jy) ’ 

d-V , ^ 

di* ^ / ^ d'l/^ ^ i Jf dy^ 

dY V 

D’ailleurs, — el ii’onl ev:dear.nient pas change Les 
param^tres differenliels de\iendroiit done respeccziemen: 


.dJ-J '■‘K^/ \tl; / 


et 


d*V 


I <PV 


dr^ r 


I dV d*'V 

d/ ds^' 


Le second changement de variables qui aous resle a effcc- 
tuer, a savoir 

z=zp cos S, / = p sin 6, zr 

n’alt^rera ^videmmenl pas ^5 et transformera respec- 
tivement 


dYy fdYy 
drj’-^^dz) 
d^Y d^Y 
dr^ ^ dz^ 


en 


fdYy I /dYy 

' Upj"^p 4 d 0 /’ 

d-V ! 

dp® p^ d 9 ^ p dp 


Enfin on aura les relations 


dV dV . , dV , 

-r- = -r— COS& 4- “T— Sin 0, 

dp d 5 dr 

dV dV ._dV . 
d0 d5 ^ dr[ ' 

dV 


d’oii Ton dednit, en ^liminant 
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Substttuanf ces valeurs dans ies expressions pr^c^d’^tes, 
on aura, pour le premier parametre diffi^rentiel, 

1 I 

{dpJ 9^ [deJ~^fliiro[^) ’ 

et pour le second 

d^V I » , I d»V 2 dV cot0dV 

dp* p* dd* p*sin’d d^* p dp p* dS " 

140. Pkobi.em£ IV. — Sott z une fonction de x, y. 
Posons 

(8) x = f{t,u,v), f = f(t,u,f>), zz=^{t,u,v). 

On demande d'exprimer les derwees partiell'es 
d‘-s 

••• en fauction de t, u, v et des detiv^es partielles 

dv d9 p 

dt^ du^ 

z dtant une fonction <Je les quantites x^y^ seront 

des fonctions de t et de w, en vertu des trois e'quations (8). 

Prenant les denvees partielles de ces equations par rapport 
a ces nouvelles variables, il viendra 

— — ^ dv 

dt dv dt^ du du dp dw' 

~ rzz — 

dt dt dv dt^ dw dtt ^ da’ 

^ ^ ^ ^ ^ _ di|; d^ dv 

dt dt dv dt du du dv du ^ 

^ _ £7 ^ df d^ V 

dt^ dt^ dldv dt dv^ \d ^) '^ dv dt^ ’ 

On n aura plus qu’a substituer ces valeurs dans les Equa¬ 
tions (3) a (6), lesquelles delermmeront 

ox dy diT* 
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XII. — Changements de variables dans les inligrales 
d^finies. 

141 Soient ^ et ^ deux variables, li^es par la relation 

X = 9 (^). 

Nous admettrons que pour tous les points t d^m domaine 
borne E : la fonction o conserve une denvee continue el 

diff^rente de ^ero; a deux valeurs distinctes de t corres¬ 
pondent deux valeurs de a? toujoiirs distinctes. 

Cette seconde condition serait, d'ailleurs, une conse¬ 
quence de la premiere si E etait d’un seul tenant, car il 
serait forme des nombres comprls entre deux nombres fixes 
/oj T, et si prenait la m^me \aleur ? pour deux \aleurs 
differentes ti et de la variable s — \ s’annulant pour 
ces valeurs, sa d 4 nvee ^*{t) s’annulerait pour une laleur 
intermddiaire, ce qui est contraire k notre premiere bypo- 
these. 

A I’jensemble E des points t correspond un ensemble E' de 
points et SI t ddcrit un ensemble parfait £<, de longueur 
mesurable et interieur a E, ^ decnra un ensemble parfait E', 
interieur a E'. 

Soient 

t un point de Ei; 

t‘+-dtxxii point infiniment voisin; 

^ et ^ -H les points correspondants. 

On aura 

Ax = H- R] A, 

R tendant uniform^ment vers zdro avec dt dans le domaine 
£4 Si done dt reste infeneur a un nombre fixe cDnvenable- 
ment choisi, R sera constamment moindre qu’ftn nombre 

arbitraire e. Le rapport restera done cottipns entre 

M -I- £ et m — s, M et 7^1 designant le maximum et le mini- 
mum de | 
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Or en conclut que E', a une longueur mesurable. Dccom- 
posons, en effet, la droite lieu des points t eii elements infi- 
mment petits dt 2 , La somme des elements qui 
contiennent des points de la frontiere de sera mfiniment 
petite Soil dtfi Fun de ces elements; les points de E| qu’il 
contient etant a des distances an plus egales a dt/, de Fun 
d’entre eux tk, leurs correspondanls seront a des distances 
du point Xff qui correspond a t/t momdres que (M -t- s) , 
ils seront done to us contenns dans un segment 8^ de lon¬ 
gueur moindre que ii(M -f- s) 

La reunion des segments 8^ forme un ensemble contcnant 
la fioiitiere de E',, et dont la longueur, etant au plus egale a 

esl mfiniment petite. Done E’^ a une longueur meisurable. 

149- Soil maintenant /{x) une fonction de la variable x, 
bornee dans E',; on aura 

/(^)=/[?(0] = F(0, 

F 6tant une fonction de t, bornde dans E,. 

Nous aliens montrer que I’mt^giale, - soil par eices, 
soil par defaut, de la fonction/(a;), prise dans I’intdrieur 
de E', est 6gale a I’mt^grale correspondante de la fonction 
F(t)l I prise dans I’int^rieur de E,. 

Consid^rons, par exemple, les int^grales par exces. D6- 
composons E, en elements mesurables mfiniment petits dtt, 
dti, ... el E', en ^l^ments correspondanls 4a;,, iLpj, .., ^ga- 
leroent mesurables. Soient M* le maximum de F(i)|®'(t)| 
dans r^l^ment rff*; celui de /{x} dans I’^l^ment Ax^. II 
faut prouver que les deux sommes 


lendent vers la m^me Hmite 



VARIABLES RfiELLES* 


135 

Soit th la valear de ^ a I’origme du segment dtk] on aura 

1 i ~ I 9'( 0.) •+• Ra I 1 1^ 

I Ra I etant <[ e si les elements sont assez petits D’antre 
part 5 /(;r) et F(f) n’etant que deux expressions,dilFeientes 
de la m^me quantite, le maximum de F(^) dans I’el^ment 
\dth\ sera M^, et celui de F(^)j<p'(^)| sera compris entre 
rth et N^, Hk et Na designant le minimum et le maximum 
de I I dans cet dement. Comme on a 

Ma|®'(^a)I sera compris enlre les m^mes nombres. On aura 
done 

Ma = Ma[<p'(4) •+•£*], 

I tk j efcant au plus ^gal a 

Or la fonction | dtant continue dans E*, Test unifor- 

mement; si done les ^Idments sont assez petits, on aura 

Na— d’oii 1 sa|<£ 

Gela pose, la differenee 

sera egale k 

D^signons par p Je maximum du module de /(^) dans E' ; 
le module de la somme ei-dessus sera moindre que 

et tendra vers zero avee e. 

La demonstration serait loute semblable pour les inte¬ 
grates par defaut. 
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Sif(x) est integrable dans le domaine E',, ses mt^grales 
par exc^s et par ddfaut comcideront, U en sera de m^me des 
integrales de F(^)|^'(<)| dans E,, cette fonction sera done 
intdgrable dans ce domaine 


143. Remarque. — SI nous supposons la lonction f{x) 
bornde dans E', nous pourrons faire croitre le domaine E, 
de telle sorte que son aire tende vers I’aire int^rieure 
de E; celle de E', tendra vers I’aire intdrieure de E', et 
I’dgalite 

demontree ci-dessiis, deviendra a la limite 

sans qu’il soit necessaire de supposer que E et E' soient me- 
surables. 


Hie. Supposons en particulier que E etj par suite, E' 
soient d’un seul tenant, E feera form^ par les valeurs de t 
comprises entre deux nombres fixes eiH] TSJ par les va- 
Jleurs de x compnses entre les valeurs Xq et X. correspon- 
dantes a et T. 

Umt^grale de /(^), dans 1^ domaine E', sera repr^sent^e 
par 



SI X > 57o; par cette m^ipe qiiantite chang^e de signe, dans 
|e cas contraire, car dan^ ce dermer cas, nous sommes con- 
venus d’affecler les elements dx du signe — (SS), 

Dem^rae, Fmt^graJe de F(^)]<jp'(^)[ dans E sera repr^- 
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/ 


T 


F(0|9'(0 


\dt, 


SI T > ^ 0 ; par cette expression changee de signe, si T < to 
D’ailleurs [o^(^)| est egal k ou k —sui\pint 
que cette ddrivee est positive on negative. La derniere inte- 
grale sera done 6gale a 



F{^) 


ou 4gale et contraire, suivanl que (T — est positive 

ou negative Mais cette quantity a le m&me signe que X — 
car lorsque t croil, ^-croit aussi, si > o, et decroit au 
contraire, si < o. 

On a done, dans tons les cas, 



On peut ^onc formuler la regie suivante pour le changement 
de variable dans les int^grales simples. 


Remplacer dans la diffirentielle d integrer a par ^{t\ 
dx par cp'(^) dt ; prendre pour limites de V integrate trans^ 
formee les valeurs de t qiii correspondent aux anciennes 
limites 


14S, Passons au cas des mt^grales doubles. 

Soient y et w, deux couples de variables, li6es par 
les relations 

X = <f{u, v), y — 

Nous admettrons que, pour tons les points {u^p) d’un do- 
mame bom4 E : i® les d^rlvees partiellcs de «pi restenl 
continues; 2 ® que leur jacobien J reste different de zero; 
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3® qu’d deux points (m, 9 ) differents correspondent deux 
points (x^y) toujours differents 
A Tensemble E des points (u^9) correspondra pour les 
points (^5 un ensemble E', et, si 9 ) decrit un ensemble 
parfait et mesurable E,, mterieur a E, decrira un 

ensemble parfait E^, mterieur a E^ 

146.. Soient 
{n^ 9 ) un point de E,, 

(u-h c/w, 9 + d9) — (U, V) un point mfiniment voisin; 
(^iy) (ir + V + Ay) = (X, Y) leurs correspon- 
dants. 

On aura 




^ ^ '^19^^ + R -h Ri -h R ifa -h Ri d9, 

1 dm 

Ay -zz ^du -f- ’^d 9 -{-Ridu-h R3 dv = rfy 4-R* -}- R3 d9, 


d9 


R, Ri, Ra, R 3 tendant uniformement vers zero divec^duj d9 
dans tout le domame Ei. Si done | | et | | ne surpassent 

pas un nombre p suffisamment petit, 

[ R 4 - Ri d9 \ et | Rg cfw 4~ R 3 d9 [ 

resteronl moindres que 

£ [ [ I 4 - I I ], 

e pouvant etre choisi aussi petit qu’on voudra. 

La distance da des deux points (u^ (?), {u \-du^ 9 + 
est donnee par la formnle 

et la distance A 5 de leurs correspondants par celle-ci 
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En designanf par ds sa valeur prmcipale, on aura 


ds^=: dy'- 


'-r M du- H- ‘iN i/w -i- P dv^% 


en posaiit, pour abregcr. 


d9\* /(?9,V 


^ _ do do doi ()oi 

Oh Ov du f)v 

[-.e lappoil lie depend que de u, e et du rapporl 

sa vale 111 ne sera done pa& <iltcree si Ton y i emplace dv 

par des quantiles pioportionnelles a, jj telles que I’on ait 
p-rrr i j il ^6 redilua alois a 


'do do ^ 

"Y* a -h fj 


C'est line fonction de v', a, continue et toujours po¬ 
sitive, car elle ne pomrait s’annuler que si Ton avait a ia fois 






d'ou J = o, ou a = := o. Or, par hjpothese, dans tout Ic 

domaine E .1 esL ^o et, d’autre part, ar^-{-i. Done 
cette fonction admet un inavimum M- (‘t un mimniuin 

ds 

tons deux positifs. Done enfin le rapport ^ est toujours 

compns entre les deux nombres positils fixes M et m 

D'auti'e part, \As — est au plus egal a la distance des 

points (r -{- Aj?, y + Ay) el (j?4- l*^<ittelle ne 

peat siirpasser elle-m^me la somme de ses projections 

[ AcT? — I -h 1 Ay — dy I =r [ R dtf -h Ri {4- [ Rs da H- Rj dv | 

< [ 1 da I -i- I d<^ 1 j < 4s dd. 
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Le rapport ^ — 4- 
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dcr dc ^ da 
eatre deux nombres fixes M 4-4£ et m 


sera done compris lui aussi 

4s. 


447. II resuUe de la que^ si («, v) decrit une ligne recti¬ 
fiable de longueur L, la ligne correspondante d^cnie par 
{x^y) sera egalement rectifiable et aura une longueur com¬ 
prise entre ML et mh Car sj I’on inscrit a ces deuxlignes 
des polygones correspondants quelconques a cotes infim- 
ment petits, le rapport des edtes homologues et, par suite, 
celui des p^rimetres, seront toujours compris entre M 4 - 4® 
et/N — 4 s. O’ailleurs, si les cotes deviennent suffisamment 
petits, on pourra faire decroitre e aiitant qu’on voudra. 


448. Cela pos4, admettons que, le point («, p) restant 
fixe^ on fasse parcourir a du et a cfp toiite la suite des valeurs 
de o a p, p ^lant un mfimment petit 
Le point {u + da^ 4 -(U, V) dccrira un can^ Q 
de cdtd p, et son correspoiidant (a: 4 - y 4 - A^) = (X, Y) 
ae confondra sensiblement avec le point (i, tj-) qui a pour 
coordonaees 


5=1^4-e/.2?r=a?4-^ da 4- 


4-d/=y 4- 


^-p-du 

oil 


dp 

dffl) 

dp 


dp. 


Ce dernier point (5, y\) decrit un parall^logramme; car si, 
dt? elanl nul, on fait varier du de o a p, ( 5 , tq) decrira un 

« m • « * ^(9 * 

segment de droite ayant pour projections ^ p, -^p? si, 

d’autre 'pari, assignant a du line valeur fixe, on fait varier dp 
de o a p, ( 5 , Vi) decrit un autre segment de droite ayant pour 

projections ^p, Ces projections etant mdependantes 

de d«, la direction et la longueur de ce nouveau segment 
n^en d^pendront pas non plus. 

Les c<ites a, h de ce paralielograrame P auront une Ion- 
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gueur au moins egale a ;/^pJ et son aire sera, d’apr^s nne 
formule connue, 

do do. 

if if 

to at. =IJ|p’=IJi'?- 

dr ^ dr ^ 

149. Quant au point (X, Y), sa distance au point (SjT^) 
est, comme nous Tavons vu, moitidre qile 

2E[\clu\^\di^\] 

el a fortiori momdre que 4®?- 
Le domaine R d^crit par le point (X, Y) sera done con- 
tenu dans un parallelogramme P' parall^e ^ P et de c6tes 
+ Sep, b + Sep. L’aire de F sera 

Mais, d’autre part, R contient le parallelogramme P", dont 
les cdtes sont a — Sep, h — Sep, et dont I’aire est au moins 
^gale a 



Les aires intfjneure et ext^rieure de R sont done comprises 
entre les deux Jimites ci-dessus. Elies coincident d’ailleurs, 
comme nous aliens le voir. 

ISO. En eflFet, soil plus generalement E* un ensemble 
mesurable quelconque contenu dans E^ (qui pourrait dtre 
d’ailleurs identique E|); I’ensemble Eg d^crit par (x^y) 
lorsque (m, p) d^ent E^ est ^galement mesurable. 

En eflet, d^composons le plan des a, p en earr4s Q de 

c6t^ p. La somme ^ Q, de ceux de ces caries qui rencontrent 

la frontiere Fj de Ej tend vers zdro avec p par hjpothfese. A 
chacun d’eux Qi correspond un parallelogramme P' d'aire 
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au plus egalc £ 


l-’.IQ.!!- 


JfY. 

m ] 


Jt desi5n?rii& la valcui do J en nn sommet du carre Q^. 

L'er^seiiible de ces paialleiogiamraes formera un domame 
meGurablo et parfait, eii\ eloppant la frontiere Fg de et 
donL Faare seia a^ plus egale a la somme des aires des paral- 
l^iogranaiies (qui, en general, empietent en partie les 
uns sur les autres). Mais, erx designanl par p le maximum 
de IJ j dans Ei j on aura e\Idemmenl 




qcanlite qui tend \erG z^ro a\ec Done E\ est bien 

mcsurable< 

On Li'ouve d'a»l!cnr6 aic^ment I’cxpression de Taire de 
En effetj a chaqae carre Qa mterieur a E| correspond dans 
UP 41t*iPCPi E/, mcsurable comme on vient de le voir, et 
oon: l'ax:c sera de lu forme 


Ra — M/1 Qa- 1 - tQa )i 

TiA ^tani un inCmmenl petit conipris entre (i -{- — i 

el (1 - ] — ! et doni le module sera par suite mferieur 

\ m/ t - 

a un infiuiment petit y; indepcndant de A\ 

L'aire de E', sera evidekiiment egale a 

HrK2R,, = lIt]Q^|J^|Qi(i+ ru). 

i Qy,"i/ 8 s„'i: module infdrieur d 
/'r! Q/ =- fit! E,, 


expression dont la iiniite est zcro« On aura done pour Raire 



chercliee 

E; = hm2|J-IQ.=SjJ|*. 

151 Soil mamtenanl /(a?, y) line fonction de y^ bornee 
dans E'. Posons /(o,'^,) = F(m, L ’mtegrale, soil par 

defaut, soil par exces, de /{o^^y) dans le domaine E'^ sera 
egale a Pintegrale correspondante de F( Uj «’) | J | dans ie do¬ 
maine E^. 

Decomposons, en eflel, le plan des i/, r en earrcs de c6le p. 
Soient Qa Fun d’enx qm soil inlerieur a E,; I’ek'ment 
correspondant de E', et considcrons, par exemple, les inie- 
graies par exces Designons par le maximum de £ 4 , j J j 
dans Qh, par M;^ celui de/(^i?, y) dans R^. II nous faut mon- 
trer que les deux sommes 

2^4qa, 

tendent vers la m^me limite. 

Or, leur difference est egale a 

2[M4-M;,lJ,|]Q,-2MUJ4h.Q4. 

Si IVr desigae le maximum de |/(^ 5 /)| dans E^ et [x le 
maximum de j Jj dans E|, le second terme de cede expres¬ 
sion aura un module an plus egal a ' 

MVvi2QA<M'anE, 

quantile infiiniment petite. 

D'autre part, le maximum de F(i4, = f{oc^y) dans Qa 
est evidemment M]^; et celui de F(i/, r) | J|, que nous avons 
design^ par Ma, sera MJ^va, en designant par va une quantite 
intermediaire cntre le iiiaximum Na et le minimum /?a 
de |J| dans Qa- | Ja) est egalement intermediaire entre Na 
et rik* D’ailleurs J etant continu dans Ei, la difference N a — ^a, 
et a fortiori le module de la difference va —-1 Ja 1 tendra vers 
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zero avec p, et cela rniiformement II sera done < s si p cst 
assez petit. 

Cela pQse, le premier terme de la difference 

aura son module momdre que M'sEjj quantite infimment 
petite. 

152 Si la fonclion /(.r, y) reste bornee dans tout le 
domaine E', I’egalite 

qui vient d’^jtre 4tablie, donnera a la limite, en faisant tendre 
E^, E', vers E et E', la relation 

sans qu’ii soit n^cessaire de supposer que E et soient me- 
surables. 

153. Des considerations toutes semblables s’apphquent 
aux mt^grales triples. L’analogie est telle, quM nous suffira 
d’lndiquer la marche du raisonnement. 

Soient ir, y, z et deux series de trois variables liees 
par les relations 

^ = tl, V), 5=:93(iC, U,V). 

Lorsque (^, v) decrira dans I’espace un domame E, 
deenra un domame correspondant E'. 

Supposons : que dans tout le domaine E, les denvees 
partielles de cp, soient continues, et leur jacobien J 

different de z<iro; a® qu’a deux points (^, u, (>) diflF^renls coi> 
respondent toujours deux points (a?, fy z) diffdrenls^ 

Si (i, u, ddcrit un domaine parfait et mesurable Ei 
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mteneui a E, (a?,y , z) decnra un ensemble correspondant E^, , 
inteneur a E' 

Soient (^, ii^ <;»), et (t + w -h da, t? 4- dv) = (T, U V) 
deux points de £< infiniment voisms : leur distance rfcr sera 
donnee par la fonnule 

dz- = dt^ -h du^ -h cfr*, 

et celle A.v de leurs correspondants par la formule 
A5’ = Ay^H- A^*, 


expression dont la valeur pnncipale est 
ds^ = dx^ -h dy^ + dz‘ 

M2<af^/2 4-2 Nidu ds> 
ou 

“.=2(^)’> “.=2(^)’’ “■=2:(^)’ 

''■=2^^- 


Le rapport ^ est toujours compns eatre deux nombres 
positifs fixes M et m. 

D’ailleurs si \ dt\^ | du\, |rfiJ| ne surpassent pas unnombre 
doiuxe p, la distance des deux points 

(j5 + Ad;,y-l- A/,54-A3)=(X,Y,Z) 

et 

(a; + cte, 7 4- rf/, X 4- ds) = (?, Y), S) 

sera moindre que 3s(| rff 14-1 14-1 rf*'1) et, a fortiori, 

inomdre que gep, e ne dependant que de p et tendant vers 
zdro avec lui. 

Done ^ est egalement compns entre deux nombres posi- 
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tifs fixes. Si (?, v) ddcnt une ligne rectifiable, il en sera de 
meme de son correspondant (X, Y, Z). Le rapport des lon¬ 
gueurs de ces deux lignes sera compris entre M et m 

Si (^, M, p) ddcrit un cube C de c6te p, (i, r;, 2^) decrira un 
parall^lepipede dont les aretes a, c auronl une longueur 
au moins egale a /wp et dont le volume sera | J |C. 

Le point (X, Y, Z) d^crira un domaine contenu dans le 
parallelepipede dont les armies sent 

<7-hi8£p, ^-hiSep, c-hiSsp, 

et dont le volume est au plus egal a | J |C^i + • Mais 

ce domaine contient le parallel^pipfede dont les aretes sont 
«~i8£p, b — iSep, c — i8£p, 
et dont le volume est au moins egal a 



On en conclut, comme aux n®® 150 a 152 : 

I® Qiie le domaine d^crit par {x^y^z) lorsque {t^ p) 
deem dans E, un domaine inesurable est mesiirable, 

2 ® Qiie SI /(^, /, z) = F(^, tt, p) est une fonclion bornee 
dans E', on aura 

^ =3^ P ) I ^ I ! 

les deux intdgrales etantpnses soitpar exces soil par defaiit. 

3® Que si /{so^y^z) est bornee dans tout le domaine E' 
mesurable on non, on aura encore 

154. On traiterait par des proc^^s tout semblables le cas 
des int^grales naoltiples d’ordre quelconque; mais, I’intuxtion 
g^om^tnque faisant ici d^faut, il faudrait traduire en langage 
analjUque les demonstrations relatives Faire du parallelo- 
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gramme ou au volume du parallel^pipede et en faire Fexten- 
sion au cas de plus de troi’s variables. Nous ne nous j arr^- 
terons pas. 

155. Soient (m, p) un point d’un plan et (a:, jk? z) un point 
de I’espace, li4 au precedent par les equations 

=r cpi ( M, i^), = © 2 ( «, «0- -2 — ?3 (w, i-) 

Nous admettrons que pour les valeurs de (UjV) comprises 
dans un domaine E : i® les d^rivees partielles de (pa, ©3 
restent continues; 2 ® les trois jacobiens 


<?9 j d<p3 
“ du dv 

_^ ^ 

du dv ’ 

du dv 

dfi d(fi 
di> dv ’ 

P d<pi doi 

<^yi 

~ du dv 

du dv 


ne s’annulent pas simultan^ment; 3® a deux points (U) 
distincts correspondent deux points z) distincts. 

Le point (w, {>) d^crivanl un domaine E| born^ et parfait, 
int^rieur a E, le point z) deorira une surface. 

156. Soient 
(m, un point de E|; 

(z/ 4- (> -f- = (U, V) un autre point infiniment voisin; 

{x, Xj s ) et {x 4 - Ao?,, y 4- Aj, + As) = (X, Y, Z) leurs 
correspondants. 
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Posons 


^/3r-=z:df«®-h i/p®, 

A5® = Air® *4“ Aj® -H As®. 


Celte derniere quantity aura pour valour prmcipale 

ds^-zzi i/ic®-f- dz^= Mi/a*4- aNi/a i/p 4- Pi/p*, 


M: 


=2(S)’ ''=2(^)‘ 


On v^rra, comme au n** 146, que le rapport ^ reste con- 

. ' .it compris entre deux nombres positifs fixes M et w. 
r. IS supposons que | du | et | i/p | ne surpassent pas 
un nombre p suffisamment petit, [R], |Ri|, .. resteront 

moindres qu’une quantile arLitrairement choisie s, el la dis¬ 
tance des points (X, Y, Z) et 

(I, r],?) = (ic4-e/^, J4-dy, s4-i/s) 

a fortiori la difference A? — i/s) sera au plus dgale a la 
quantite 

J Ri/w 4-Rj i/p| 4 - . < 3 e[j i/a 14 -|i/p |] < 6 si/c 7 . 

As , 

Le rapport ^ restera done compris entre M -f- 6 s et /?2 — 6 s 

On en conclut, comme au n"" 147, que, si (U, V) deent 
line ligne rectifiable, la lign^ correspondante deente par 
(X, Y, Z) sera egalement rectifiable. 


157. Si le point (U, V), partantde la position mitiale (a, r), 
se meut dans le plan des ii, Ip point 
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decrira mi plan, dont Teqnation 

A - 4 - B(o --•,) ) 4 - C(C — c) ~o 

s’obtient en elimmant dii et dv> entre les trois equations ci 
dessus, 

Supposons que du et cfr vanent de o a p, le point (U, V) 
decrira un carre Q, et les projections dn point C) sur 
les plans coordonnes, des parallelogrammes, ayant respecti- 
vement pour aires [AlQ, |B|Q, |C|Q Le point (?, 
decrira done dans I’espace un parailelograinme, d’aire 

Mais, si p est mfiniment petit, le point (X, Y, Z) decrira un 
element de surface infiniment voisin de I’element plan deciit 
par 71 , !^), nous sommes done conduits a lui attribuer une 
aire, ayant pour valeur principale 

etf par suite, a d^finir de la mani^re suivante I’aire de la 
portion de surface decrite par (a?, 5 ) iorsque (ei, ('') de- 

ent E| : 

Nous decomposerons en carres mfiniment petits; nous 
multiplierons chacun de ces carres Qjt par 

v/a|Tb|TcI, 

Aa, Ba, Ca etant les vaieurs de A, B, C en un de ses som- 
mets La limite de la somme 


^ \/Ai-4- B| ~h C|Qa, 


qui n’est autre chose que Fintegrale double 



-f” B* 4-“ O' 


repr^sentera I’aire demand^e Q|. 
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Supposons niamtenant que E| tende vers E, Q| teiidra 
vers line limiLe Q, egale a 



de 


158. Lorsque la surface decrite par le point (r, z) esc 
un plan, I’aire Q est susceptible d’lme inesure directe II faut 
done etabbr que notre definition nouvelle n’est pas en dis¬ 
cordance avec cette notion deja acquise En d^signant par a, 
P, y les cosinus directeurs de la normale au plan, nous aurons 

p y 

t 

notre formiile devient done 


Q = iS|A|^. 

Or est bien, coinme nous Tavons montre (150), 

I’aire dela projection de Q. 


159. Nous devons encore montier que Taire, definie 
comme nous I’avons fait, ne depend que de la nature de 
la surface decrite par j, z) et non du choix particulier 
des variables auxiliaires o, Posons, en eflet, 

u i>i), = /2(Pi), 

Uij Pi etant deux nouvelles variables qui parcourent iin do- 
maine F lorsque (i/, p) parcourt le doinaine E. On aura 

et, en appelant J le jacobien de /i, /27 
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L'expression de 1’aire en fonction des noiivelles variables 
2 ^ 1 , i'x sera 

de,z= g^v^A^-+-B*+C- \i\cte. 

Or celtc inlegrale est bien egale a I’mtegrale 
v/A^+B'-hC^rfe. 


prise dans le champ E (1S2}. 


XIII. — Formation des Equations diffdrentielles. 

160. On nomme equation differentielle de Vordre n 
toute equation entre une variable ind6pendante x, une fonc¬ 
tion j de cette variable et ses n premieres ddriv^es. 


161. Soity une fonction quelconque, d^hnie par I’equa- 
tion 

(i) F(a;,/) = o. 

En prenant les denvdes de cette 6quatmn. il viendra 


dF dF , 


dx dy' 


d*F d*F , d»F ,, dF , 

+ 2 r'4-^ y ^^ = o, 


dx^ dvdy" 


Toute Equation d^duite de la combinaison de ces Equations 
avec la proposee sera une equation diflerenlielle a laquelle 
satisfait la fonction y, Parmi ces equations, il conviendra de 
rechercher celles qui ont la forme la plus simple on la plus 
avantageuse pour le but qu’on se propose, 

162. Il arrive souvent que des fonctions dont Texpression 
contient des transcendantes ou des radicaux satisfont a des 
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equations dilferentielles d’ou ces transcendantes ou ces radi 
caux ont disparu. 

Soil, par exemple, 


On en deduit 


d’ou 


yzrarc sin^. 




I 



9 




Prenant la d^rivee de cette equation et supprimant le fac- 
teur commun 2 y\ on aura Fequation du second ordre 

r 

(2) (l~ 


On peut deduire de cette equation ime formule recurrente 
commode pour le calcul des derivees successives de y, Pre- 
nons en effet la deriv^e de cette equation; il viendra, 

en appliquanl la formule connue qui donne la d^riv^e m'®®® 
d’un prodmt, 


*(i — — m{m — 

et, en r^duisant, 

(i — — (affi + = o. 


Cette formule se simplifie pour la valeur particuliere a? =• o. 
Si Ton d^signe par /o? • *1“® deviennent alors j-* 

y, . il viendra 

On abra, par suite, 

yl-O-, y*’=!»*jj = 0. y**”=0, 

y'=,v;=±is 

y«=3*j"=±i>.3s 


y^*“+‘> = ±l*. 3 *.. .( 2 « — J)*. 
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165i. Consid^rons en secpnd lieu I’expression 
y = (x + \/x‘—iY. 

Prenons la derwee logarithmique des deux membres, 
c’est-a-dire la d^riv^e de ieurs logarithmes, il vieudra 

y_(la; -i- — iX_ n 

d’oii 

ou, en prenant la d^rivee et suppnmant le faeteur coimnun 

(3) (j;®——71*/=:o. 

Prenant la d^rivee de cette Equation, on aura la for- 
mule r^currente 

— X 2/?l 

-h m(m — \ )y(fn)^ ^y W4-1)^ r= 0 

ou, en r^duisanl;, 

(^* — i)y('«-*-*) 4 . ( 2 w - 4 - (m*— =r o. 

Pour a; = o, cette formula se r^duit a. 

(4) 

164. L’^quation difF^rentielle (3) subsisterait dvidemment, 
amsi que la formule (4) qui en est la consequence, si Ton 
changeait le signe du radical dans Fexpression de y. Elle sub- 
sistera encore si Ton pose 

yz:;=LC(^X - 1 - \jx^ — — 

C et G ^tant deux conslantes quelconques, car le r^sultat de 
la substitution de cette quantity dans le premier membre 
de (3), eUnt ^videmment 6 gal k C fois le r^sultat de la sub¬ 
stitution de {x 4- ya?-*— ti)^ plus G' fois le r^sultat de la 
substitution de {x — \/x^ —sera nul. 
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Soit, en particulier, C = C'=r j, et siipposons n entier et 
positif, L’expression 

y z=z + sjx- — I)" 4- \(^x — I 

etant developpee suivant la formule du binome, les puis¬ 
sances impaires du radical se detruiront, et I’on obtiendra 
evidemment un polynome entier de la forme 

Le coefficient k,i peut se calculer aisement. On a en effet, 
en divisant par et faisant tendre x vers oo, 






+i(—]=<>"■ 


Pour calculer les autres coefficients^ onremarquera qu’on a, 
en general, 

2 ..{n-‘2p)An-2pj 
= I .2. . . (rt — 2/> — 2 ) A„^2 p^2, 

d’oiji 

yn-tp-i 

A«-2p (/I — 2/?) (/I — 2/> — I) 

^ 0 

ou, d’apres la formule (4), 


2 — kfi- 


2P 


(n — 2p) (n-—2p-^i) 
{n — 2 />— 2 )*—«* 


Cette relation permettra de calculer successivement tous 
les coefficients, en partant du premier. 

Posons 

^zzrcoso, 

d^ofi 

\/x^ ^ 1 =: zsmcp, 

il viendra 


y = t(cos 9 4" /sin<p)*4- ■“ f 
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oil, d'apres line fonnule qiie nous eialvlirons plus lorn, 

jzz \ {cosno -h isinno) -^(cos/i© i sin/io) 

= cos/i(p = COST? (arc cosx). 

Nous venons done d’obtenir le ddveloppement de cos/io, 
suivant les puissances de cos^^ 


16S. Soit, comme dernier exemple, Texpiession 

y — 

Posons, pour abieger, 


En prenant la d<5ri\^e loganthmique de celle expression, 
il viendra 


2nx _ z' 

I z 


oil 


— i)z' — 2nxz = 0 . 


Prenons la d^rivee (/^ + de cette equation; on Iron- 
vera 

2 

oil, en remplacant par y et reduisant, 

(^® — i)y'4- 2 j:/' — /i(ti 4-T)y = o. 

166. Consid^rons une equation 

^('^1 ) <^ n ) = 0, 


contenant, outre les variables a?, 7 , n constantes Cj, ,. , c„. 
Cette equation repr^sente une infinite defonctions distinctes, 
que Ton obtiendra en donnantsuccessivementaux constantes 
tons les systfimes de valeurs possibles. Toutes ces fonctions 
satisferont a une m4me equation diff^rentielle de I’ordre /?, 
qu’il esi facile de former, Prenons, en effet, les n premieres 
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derivees de cette equation, on ohtiendra les nouvelles equa¬ 
tions suivantes 


j'— 0 , 


d^F 

dx^ 


dx dy 
dxdy^ ^ dy- ^ 




d"F 
dx^ ^ 



o. 


Entre ces Equations et la proposde, ^liminons les con- 
stantes <?i, ..c,,; nous obtiendrons Tequation cherchee 


167. Consid^rons, par exemple, F^quation 
x^ r* • 

on A et B sont des constanles d^termmees et X un parametre 
variable. Cette Equation, considdr^e an point de vue g^ome- 
trique, represente un systeme de coniques homofocates. (Si 
nous supposons, pour fixer les id^es, A]>B, les foyers reels 
seront sur I’axe des a?, a la distance ± y^A — B de Porigine.) 

Prenons la denvee de cette equation; il viendra, en snppri- 
maut le facteur commun 2 , 

X ^ yy'_ 

A + X'''B + X~° 

Des equations prec^dentes, on deduit 

« _ y' ^ i _ 1 

A-hX x'^y — xy^ ^ B-+-X y®—-a^yy'^ 

Eliminant X, on aura Fdquation differentielle de ce sys¬ 
teme de coniques 

A-B= 
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ou 

^yy'^ -j- (iT®——A -h B )y—=0. 

168. Consid4rons I’^quation 

dj2 ys 4. 2 a a: -t- i -f- c = o, 

qui, consicler^e au point de vue g^omelnque, repr^sente 
r^quation gen^rale des cercles. Celle Equation contenant 
trois constantes, I’^quation difF^rentielle qui s’en d4duit sera 
du troisieme ordre. Pour I’obtenir, nous formerons les d^n- 
vees successives 

a: -i-yy'+ a + by-=o 

(nous avons supprimd le facteur 2 pour plus de simplicity), 
i-^y'*-^yf -^bf = Oi 
^yy ry' -h by"=o. 

Eliminant b enlre ces deux dernieres Equations, nous 
obtiendrons VEquation dijfferentielle des cercles 

(I +/•+yy— y ' (3/y" + yy") = o 
ou, en reduisant, 

(i + y'‘)y‘'-3y'y«=o. 

169 L’yqualion diiFyrentielle des coniques a yte obtenue 
par M. Halphen de la maniere suivante : 

L’ordonn4e y d’une conique est ddfinie par I’yquation 

1 

y—'ax + b± {px*-+-2gx+ ry. 

On en dyduit, par des dyrivations successives, 

yt=a±: {px 4 - q) (px-+2qx - 4 - r)"’, 

y = ±pipx^-i-2qx + r) *^:ipx + qy(px* + 2qx-hr) * 
_ ^ pipx*-i-2qx + r)—(px + qy 

■■ ■ 5 

2gjc 4 - /*)* 


2 gx 4 “ r)“* 
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d’ou 

(5) 
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2qx-\-r 

^ ipr-q'-y 

et, en effectuant Irois nouvelles derivations, 

(6) (y"^)'=q. 

Si la comque est une parabole^ p sera »uL Le second 
membre de Inequation (5) ne contenant pas de terme en 
deux derivations suffiront pour faire disparaitre les autres 
constantes. L’equation differentielle des parabolas sera done 

(7) {f~*)’=o. 

D est aise d’obtenir les equations ( 6 ) et ( 7 ) sous forme 
developp^e. On a, en effet, 

(y-f 

Portant ces valeurs dans les Equations ( 6 ) et ( 7 ), chassant 
les di^nominateurs et siipprimant le facteur commun 2 , il 
viendra^ pour Fdquation g^n^rale des coniques, 

— 4oy^»4- o 

et^ pour celle des paraboles, 

170. Cherckons enfin la condition pour que des fonotions 
/aj •* - j yn d’une m^me variable x soient li^es par une 
Equation Imeaire a coefficients constants 

Ciyi-hCj/jH- . = 

Prenant les d&iv^eS successives de cette dauation, il 
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viendra 


+^5/1 +• • + C„y^ =0, 

C;yr'’+c,y“-*'+• • + ‘>= o 

et, en 41iminant les constantes, 


yi 

r'l 


/s 


v("-n 
Ji ? i 






= 0. 


On verra dans le Calcul integral que cette condition est 
suffisante. 

171. On donne le nom equation aux derwdes partielles 
d^ordre n a toute Equation entre des variables independantes 
^25 .. .5 Xp^ une fonction z de ces variables etses deriv^es 
partielles des n premiers ordres* 


172. Soit 


F(^r|, .. , Xp^ C|| •. j Cfi): 


une equation contenant n constantes arbitraires et d^finis- 
sant une fonction z des p variables independantes 
On pourra joindre a cette equation ses p deriv^es partielles 


d¥ 

dx^ 


dV dz 

dz (^Xi 


= 0, 


dF dF dz 
dxp dz dXp 


: 0 ' 


par rapport a chacune des variables independantes .,.jXp^ 


puis ses 




d^riv^es partielles du second ordre - 
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et ainsi de suite jusqu’a ce que le nombre total 


A-iz: I -Hp-+- 


P(P-M) 


p(p-H) >(p4-p—l) 
J.2.. ,p 


des equations ainsi obtenues surpasse le nombre n des con- 
stantes arbitraires. idlUminant ces n constantes entre les k 
equations, on obtiendra un systeme de ^ — n Equations aux 
deriv^es partielles d’ordre p, a chacune desquelles r satisfera, 
quelles que soient les valeurs des constantes c<, .. c«. 


173- Exemples* — i ® Cherchons les Equations aux derivees 
partielles des plans 

( 8 ) z = ax-¥'by‘^c, 

Suivant un usage gen^ralement adopts dans la theorie des 
surfaces, nous repr^senterons pour abr^ger les derivees par¬ 
tielles 

dz dz d^z d^z d^z 
dx^ d/’ dxdy^ 

par les lettres 

/?, r, t. 

D’apres cette definition, on aura 

dzz=ipdx-\-q dy^ 
dpzzzrdx 
dqz=zsdx ->rtdy* 

it 

Cela pos^, les d^riv^es premieres de I’^quation (8) seront 
p=i a, q — b, 

et une seconde derivation donnera les Equations cherch^es 

( 9 ) r = o, s — o, t=o. 

R^ciproquement, cherchons 4 intigrer ces Equations, 
c’est-a-dire k determiner les fonctions « de a?, / qui j satis- 
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font. On en deduit 

o = j dx ->rsdy= dpy d’oii p = const, = a, 

ozzisdx tdy = dq^ d’oii q = const, nr h , 

dzzzLadx -^h dy^ 
z -=ax 

c designant une constante. 

Les plans sont done les seules surfaces dont le z satisfasse 
aux Equations ( 9 )* 

174. 2 ® Cherchons les equations aux ddrivees partielles 
des spheres 

{x — a)*-4- (y — {z — c)*= /^. 

On deduit de cette Equation les d^rivees suivantes * 

X-'-a-h p{z — C)=:5 0, 

y^b-\rq{Z'-C)z=:Oy 

puis 

—o)=:o, 
pq -hs{z — c) = 0 , 

1-4- -h — c) = O. 

jEliminant z — c, on aura les Equations chereh4es 

_ pq _ t -H<7* 

r s t 

R^ciproquement, cherchons k int^grer ces Equations. Elies 
peuvent s’^crire 

i 4 -^*=:Xr, pqzrzls, 

X ^tant un facleur de proportionnalit^. 

Des deux premieres on deduit 

(14-/>*) dx -^pqdy = l{rdx-h sdy) 
ou 

dx pdz = 'kdp 


J. - I 


6 
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OU 

d{x pz) = {z--^'k)dp, 

X - 4 - pz est done une fonction de dont ^ - 4 - estla d^riv^e* 
Soit 

4-/75 =: F(/?), 5-f-X = F'(/>). 

On d^dnit de m^me des deux dermeres equations 

Done 

5 4-X=:F(/>) = €»^(g). 

Si cette expression n’est pas une constante, p el q seront 
Ws par une relation, et leur jacobien/*/—sera nui. Mais 
on a 

Done SI rt — est nul, X doit ^tre infini et, par suite, 

/* = 5 = i = o. 

La surfaee sera done un plan. 

Reste a eonsid^rer le caa ou ^ + X = F^/? = est une 
constante e. On aura alors 

^ 4- = cp 4- a, 4- ^5 = egr 4- 6, 

aelb ^lant des constantes. 

On d^duit de la 

{x— a) dx ^ {z — c)p dx z=i 0 , 

[y — b)dy^ (z-’C)qdy = 0 , 

et, en ajoutant, 

0 = (or — d2)c/j7-f {y^b')dy’k~{z—’C)dz 

= \d{{x ^ ay -h (r - by cyi 

Done 

(a? — £j)S 4- (j/-— by-+‘ [z — cy=2 const. 

La surface est une sphere.. 
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17S. Gonsid^rons mamtenant la fonction z ddfinie par 
equation plus gdndrale 

[Xj, • ?l(*H • • *5 flfp—l)) • jPp— l)) ] — 


oil U), . , ... ddsignent des functions 

connues de X(, ..., Xp, s, et (p,, (jij, .. des fonctions arbi- 
traires Joignons ii cette Equation ses ddriv^es partielles suc- 
cessives des ordres 1,3,.. , p Nous obUendrons ainsi 


I + /H- 


/>(/> + >) 


(p + p-l) 


I 2 


— k 


equations dans lesquelles figureront les quantiles suivantes : 
I® a?!, .z et ses d^nv^es partielles jusqu’a Fordre p; 

2 ® la fonction <pi et ses d^rivees partielles * •. > 


da\ ' 


’ docp^i 

jusqu’4 Fordre p, la fonction cp 2 el ses derivees par- 


Uelles ^9 ••• jusqu’a Fordre p, etc Le nombf^e I de ces 
derni^res quantit^s sera ^videmment egal a 

{p—i)p. — 2) 1 

I 2 . .p J’ 




I -+-/? —IH-. .4- 


n d^signant le nombre des fcwictions ^ 2 ? • 

Donnons successivement a p les valeurs i, 2 , 3, .. II 

arrivera n^cessairement un moment ou le nombre k des Equa¬ 
tions surpassera le nombre L £n effet, en changeant p en 

p +15 oniaccroit le nombre des Equations de —- P-^ 

tandis que le nombre Zs’accroilde n— — 4- p — i) ^ 
^ 1 2 . .(p-hi) 

quantitE infEneure a la prEcEdente, si p + p > n{p — i) 

Done, dEs que p surpassera n(p — i)—/?, k croitra plus 

rapidement que I et finira par le surpasser A ce moment, on 

pourra Eliminer entre les k Equations obtenues les fonctions 

<p^, et leurs dErivEes partielles; on obtiendra ainsi 

k — Z-equations entre z et ses dEnvEes partielles 
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jusqu’a Fordre p, et la fonction z satisfera k ce systeme 
d’equationsy de quelque mani^re qua soient choisies les 
fonctions arbitraires .. , <p/i 
iSoiis aliens faire quelques applications de cette theorie. 


176. Supposons d’abord que Fequation qui determine z 
soit de la forme 


(lO) 




Ml, , Up designant des fonctions connues des variables 
ind^pendantes et de z. Si Ton congoit que z ait 

et^ remplac^ par sa valeuren ^|, .. Xp, M|, devien- 

dront des fonctions de a? 4 , . Xp seulement, ayant pour 
d^rivees partielies 


'Dx, Ml = 


dui 

dxi 


dux dz 
dz dxx 


^ dux dux dz 


D 


'Xi “/> “ 


_ dup 
dxx 


dUp dz 
dz dxx ’ 




dxp 


dup dz 
dz dxp 


Pour que ces fonctions soient heas par une relation telle 
que (lo), il faut et il suffit que leur jacobien soit nul. on 
pourra done ^enre immediatexnent Fequation au|x d^nvees 
partielies 

I B^^ux .. I 


= 0 , 


Dx^Up ... 


a laquelie z doit satisfaire. 
Vomi quelques^x-emples: 


177. L^^quation 

(u) - x — az=:(f{y‘-‘bz) 

represeixte un cylmdre parall^le a la droite {x =: az, y=bz), 
En effet, cette surface a une infinite de generatrices recti- 
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lignes parallfeles k cette droite et donn^es par les equations 
o! — ajz = <p(a), ' 
y — hz — a, 

tt ^tant un parametre constant pour une m4me gen^ratnce, 
mais variable d’une g^n^ratrice a 1’autre. 

En faisant varier la forme de la fonction ©, on aura une 
infinite de cylindres diflferents. Ils saUsfont tous k une in4me 
equation aux d^riv^es paruelles, qu’on peut dcnre imm^dia- 
tement. 

En eflfet, I’dquation (i i) dtablissant une relation entre les 
deux foncuons a: — az, y — 6 s des deux variables ind^pen- 
dantes x et y, le jacobien de ces fonctions sera nul, ce qui 
donnera I’dquation 

dz _, dz 

^ ^ dx dx dz , dz 

dz .dz dx dy 

— a— 1-O-r- 

dy dy 


178. L’dquation 



oil ^ est une fonction arbitraire, repr^sente un sysleme de 
cdnes ayant pour sommet le point (a, 6, c) et pour genera¬ 
trices les droites 




L’equation auxderivees partielles de ces c6nes s’obtiendra 
en egalant 4 zero le jacobien 



(s-c)‘ 

(**-C)*” 



y — b dz 
(i c)* dx 


■{z-cf 
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ce qui donne, en effectuant les calcuLs et chassant les deno¬ 
minate urs, 

179 L’6quation 

+ 9(fl5cr-h by-hcs) 

repr^sente un systeme de surfaces de revolution dont les 
parallel es 

a?* -hy* -f-s« =?(«), 
acc -h H- = « 


sont perpendiculaires a I’axe - = ^ 

a b c 

Ces surfaces salisferont a Inequation 


ou 



Of- 


53 - a-Jrc — 
01 dx 


’ dy 


b -j-c 


dy 


—nj=(cr — 6^)^ -^{az — cx) 




180. Une fonction u de plusieurs variables a?, y, z est 
dite homog^ne et d^oidre n si elle peut se uiettre sous la 
forme 


u =:^«<p 



11 resulte de cetle equation que z~'^u est fonction de — et 

V 

de j • On aura done, en ^galant a zdro le jacobien, 


o 


t — 

dx 




— n « u 


I 

z 

o 


o 


] 
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Oil, en effectuanlles calculs et chassant le denominatear 


X 


dll 

dx 




nu. 


181. Comine seconde application de la theorie g^nerale de 
Telimmation des fonctions arbitraires, considerons un sys- 
teme de p fonctions a^, <3Lp^\ des p variables indepen- 

danles . . Xp^ d^terminees par le systeme des Equations 
simultan^es 


ou 


1^1 • • 1 ^ij • •> ofp—1> • • • > 9«) ~ 

*•" . •• *• ... 

• j -^1 9i> • — 

yi, ..,©// designent des fonctions arbitraires de ai, .. 
^p^\ * Nous aliens montrer que z satisfait a une equation aux 
d^nv^es partielles d’ordre n, ind^pendante de ces fonctions. 

Formons, en effet, la d^nvee partielle de F^ par rapport 
a ; elie se composera : 

dF dF dz 

I® Des tei*mes dus k la variation de Xi et 

de z; nous les d^signerons, pour abr^ger, par DJ.^F^; 

“•(S+fr S; +• • •) ^ 

tion de a|, nous les d^signerons par D^^Fi 

dx^ 

doi 

Des lermes analogues T)^Fi dus ala variation 

des autres parametres 7 . 2 , .... 

R^unissant tons ces termes, on aura P^quation 

Les d^rivees partielles par rapport k x^, .., donneront de 
tn^me 

^ . n 17 


d« 





1 68 PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE 1. 

^limmant entre ces p equations les /? — i quantir^s , 
Da^Fi, il viendra 


D.F, 


doii 

dcct 

dXi 


dvi 

dxi 

docz 

dx^ 


= 0 . 


Ce determinant, developpe, sera de la forme 
ADx^Fi^-BD jc,Fi4-. =:o, 


1 • 1 doci d(Xi 

A, B, . •. etant des fonctions de —> 3 —> • * 

’ ’ aXi aXi 

Les equations F 2 = o, ... donneront de m^me 
AD;rjF2-f- BD^jFjH-. . . = o, 


^liminons entre les equations qui viennent d’etre obtenues 
les rapports des coefficients A, B, ..il viendra 

D^.F, . = 0 . 

Le premier membre de cette equation sera une function 

dz 

de Xi, xp, z, •••’ “/»-<’ ?*> •••’ 

que nous d^signerons par 

D^signons par D^,F;,+, la portion de la d^riv^e partielle 
de F^^i par rapport Xi qui provient de la variation de jJj, 

• .... on trouvera de la m 6 me manifere une nou- 

’ dxi dx/ 

velle Equation 

D»,FjH-i D*,Fp+j . <. I 
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dans laqueJle figureront, outre les quantites precedentes, ies 
derivees secondes^ de c 

Continuant ainsi, on obtiendra line suite d’equations 

entre lesqueJles on pourra elimmer les p — i + ft quantiles 
a^, . , 'fj, «p/i) qtii donnera une equation aux 
denvees partielles d’ordre ft. 


182. Exemple —Cherchonsr^quation aux denvees par- 
tielles des surfaces reglees On nomme ainsi celles qui sont 
engendrees par le mouvement d’une droite. Les generatrices 
d’une telle surface auront des equations de la forme 

Fj r= .r — 055 — a = o, 

Trois conditions sont d’ailleurs necessaires pour determiner 
le mouvement de la droite Ces conditions perinettront d'ex- 
primer trois des coefficients, par exemple ft, ft, p, en fonc- 
tion dll qiiatneme, a 

Appliquonsla methode precedente.Nousformeronsrequa- 
tion 


o^F3 


n^F, D.F, 

DrFi DyF^ 


dz 

-«57, 

dz 

^ dy 

b 

I h — 

° dx 



dz 
^ dx 


dz 

"'W 


L'equation suivanle sera 


o = 


dz 

^ — I 

dx 


dz 




= (._«|)d.f.+ 4'd,p. 


dz d** 

ou, en rempla^ant i — ^ ^ suppnmant Ic fac- 
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, dz 

teur comm an 

0 CZ 


o = aD*F,+ iD,F, 


/ 


_ 

dac'^ dxdy) 

,<?*5 , . d^z 

= a*-T-T -t-aaft-T —— - 
ox* ox d t 


( d*ii ^ ,d*z\ 
*ydxdy'^ dy*J 


dy* 

On trouvera de m^me I’^quation suivante : 

0 ~ Fg — n DgjFg -H ^Dj^Fg 


,d*z „ , d*z 

■ 3a»—. ■ ■ 

ox^ dx* dy 


■Zab* 


d*z 


b* 


d*z 


dx dy* dy 


On n’aura plus, pour obtenir r^quation aux d^nv^es par- 

ti^lles, qu’a ^bzniner le rapport ~ entre les deux Equations F4 
et F,. 


183 . CoBSid^rons enfin une fonction z d^finie, ainsi que 
ies param^tres a,, par un systeme d’^quations de 

la forme suivante : 

(12) ^ ^ • • • > ?1> • • • > ?/i) ~ 0, 

1 D«J = o, D«,/=:o, .. , 

Preoons les d^riv^es partielles de / par rapport a chacune 
des variables ind^pendantes a:j,, En vertu des equa¬ 

tions (12), ces d^riv^es ser^duironl S leurs premiers termes 
•' -1 On aura done 

DxJ=o, D^^/zzo. 

Designons ces Equations par 

Fizzo, .. , Fj,=:0. 

On en d^duira, comme dans le probl^me pr^c^dent, une 
suite de nouvelles equations 

F p-i-n—i ~ Og, 


1* P-4-1-O, 


• • • > 
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Ces equations, jointes aux prec^dentes et a la primitive 
/= o, fourniront un sysleme de p H- n equations, entre les- 
qiielles on eliminera a,, L’equation 

lesultante sera encore de.rordre n En efFet, 
contiennent z et ses deiivees partielles du premier ordre, 
contiendra,* en outre, celles du second ordre, etc., 
enfin contiendra celles du ordre 


184. Example — Cherchons Tequation aux derivees par- 
tielles des surfaces developpables On nomme ainsi celles 
qui sont definies par le sjsteme des deux equations 

/= 5 — a — j3y — y = 0 , Da/- o, 

p et Y ^tant des fonclions de a. 

On en deduira, d’apres la methode precedente. 


puis 


Fl = D^/=yO —«z=.o, 
F2 = D^/=(7^(3 = o, 


F3 = 


r s 
s t 


It — 5-=0. 


•Ce sera Fequation cherchee 

Proposons-nous rcciproquement d’lntegrer cette Equation. 
Consid^rons, a cet effet, les inconnues auxiliaires 

/?, q et y ^z^px~qy. 

L’^quation rt — s^=o exprime que le jacobien de p et 
de q est nul; mais elle exprime aussi que celui de p el de V, 
lequel est ^gal a 


r rx 4 - SY 
s sx ty 


=z{rt^s^)y, 


est nul. On aura done 

g=/(p)f 

z=pw+f\^p)y 4-cp(p). 


(i3) 
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II reste encore a expnmer que ptlq sont les derivees par- 
tielles de c’est-a-dire que 

dz:r= p dx q dy:=p dxdy, 

Mais, en differentiant la valeur ci-dessus trouv^e pour 
il vient 

dz = pdx -\-f{p) dy -h [^ “+-//'(/>) <?'(p)] dp = o. 

Si = o, p est une constante et P^quation (i3) repr^- 
sente un plan. 

Dans le cas contraire, la surface sera developpable, z et p 
^tant definis par les deux equations simultan^es 

z=zpx-hf{p)y -h9(/>), 
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CllAPITRE IL 

VARIABLES COMPLEXES 


I — Fonctions synectiques. 

18S. L^ntroduction des nombres irrationnels ne suffit pas 
encore pour rendre r^solubles toutes les equations alge- 
briques. II est necessaire pour cela de faire intervenir une 
derm^re notion, celle des nombres complexes 

Soil P = . .-I- K un polynome entier, a 

coefficients r^els, contenant une md^termmee i En le divi- 
sant par + i, on obtiendra iin resultat de la forme 

Nous conviendrons de negliger les multiples de 1 , et 
de considerer comme Equivalents, et representant un seul 
nombre complexe (ou imaginaire)^ tons les polynomes qui 
donnent le mEme reste Parmi ces polynomes, le plus simple 
est le reste a -f- frz lui-toEme, qui sera la forme normale du 
nombre complexe La maniere la plus simple de former ce 
reste consiste k remplacer partout dans P par — i, par 
— i, par 4 - 1 >, par f, etc. 

Si 6 = o, ce nombre sera rEel; si <2 = 0 , on dira qu’il est 
purement imagmairei; si a = 6 = o, il sera nul. 

'Un nombre complexe a+bi pent Etre represente geomE- 
triquement par un segment de droite, dont les projections 
sur deux axes rejctangulaires et O j soient respectivement 
a et 6 . Soient p la longueur de cettc droite, «f> Tangle qu’elle 
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fait avec OX; on aura 

pcos(pz=:a, psincp=:^, 

o. h 

p 6®, COSO—-? sinciJ = ~ 

P P 

La quaulite p, qui doil elre prise [K»sihvemenl, sc nonime 
la va/eur absolue ou le module Ae a -h bi ^ on la icpresente 
par la notation \ a-^bi\oi\ mod -h bi) 

L’angle ip est Vatgument de ^ -f-fc/, il n'est determine 
qu’aux multiples pies de lorsqiie a b sont donnes 
Le module, an contraire, esl entierement determine; il ne 
s’annule que si Ton a simultanement « = o, 6 = o, d’ou 
a + = o 

Deu'^ jioinbres complexes a bi el a — bt, qui ne dif- 
feicnt que par le signe de la parlie imagm.ure, sonL dils 
conjugues onlre eiix. Ces nombres onl Ic m^me module, 
ainsi que les nombies —a — b(^ —-a-\-bi^ qiii leur sont 
egaux el oppos(5s 

Si la di'oile represenlatne du nombre a-}- a son point 
de depart a Torigine des coordonnees, son autre extremite 
sera au point x=a^ v—b Ce point se nomine Vaffixe 
4le ct —)— bi 

186. Soient a H- a'-f- bU^ des quantites complexes. 
Lear somme 

(a-ha'-4-. + )i 

sera evidemment representee parlar^sultante des droites qui 
representent separemenl les nombres a + bi^ a^+b'i^ . .. 
D’apres les piopnetes connues de la r^sultante, nous poiir- 
rons enoncer la propnete fondamentale suivante 

Le module une somme de quantites complexes ne peat 
siirpasser la somme de leiu's modulesj mais^ autre pat 
il est au moins egal au plus grand de ces modules, dinu-- 
nue de la somme des autres. 

On pent remarquer encore que, si les directions des droites 
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composantes sont toutes comprises dans Tmterieur d’un 
angle d’ouverture mf4rieur k it, la r^sultante j sera egale- 
ment contenue 

Done, si les teimes d^une sonime ont des arguments 
dont les differences mutuelles soient toutes <it, VatgU'- 
ment de la somme sera intermediaire entre les arguments 
de ses teimes. 

La difference de deux nombres complexes a + 6^, Vi 
sera d^finie par Fexpression 

{a — a') — 6')t, 

dont le module sera compns enlre la somme et la dilference 
des modules des deux nombres a + 6/, < 2 '+ Vi. 

187. Le produit des deux nombres a + bi^ a'+b c sera 
donne par la formule 

(a H- 60 (a'-h 6'«) = aa'-h (6a'4-a6')t + 66' 
ou, en divisant par i et ne gardant qae le reste, 

66') ‘-h(6a'H-a6')«. 

Ce resultat prend une forme plus mleressante si Ton met 
en Evidence le module et I’argument des deux facteui's con- 
sider^s; on aura alors 

a-h bi p (cosep -h f sincp), 
a'-h 6'f = p'(cosq?'4“ f sincp'), 

et, pour le produit, 

pp'[cos9 cos<p'— sin<p sinip'-h /(sinep cos9'-h sin<p' cosep)] 
=:pp'[cos(<p 4“ <p') 4- f sin{cp -t~ 9')]. 

Done le module d'un produit est le pioduitdes modules 
des facteufSy et son aigument la somme de leurs argu¬ 
ments. 

188. Le lapport des deux nombres a 4 -et 
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sera le nombre x -^yi qui, mtiltiplie parle diviseur, repro- 
dull le a* adende. On devra done avoir 

a hiz=i {cf! ^ y =: a! x — V y + -t- y)* 

Cette equation se decompose dans les deux suivantes, 
a'X — yy = a, y X 4- dy = 6, 

d’ou Fon tire 

_ aa' by _ ha' — ab' 

b'^ ’ ■ 

Le probleme comporte done une solution unique et tou- 
jours admissible, si le diviseur a' 4 - b^i est different de zero. 

II est manifeste que les regies du calcul algebrique s’dten- 
dent aux nombres complexes. 

189. On dit qu’un nombre complexe variable x^iy tend 
\ers line limite fixe c 4- di^ si 

\x 4- ly — {c->rdl)\'=:\J{x— C)^H- {yd)^ 

tend vers zero. 

Cette expression estau moms ^gale k\x — c \ et 4 *—■ |. 
Elle ne pent done tendre vers zero que si x tend vers c ei y 
vers d 

Cette condition est suffisante, car on a 

\x-^iy --c — di\^\x--c\ + \y--d\, 

et les deux termes du second membre tendent vers z^ro, si x 
tend vers c et ^ vers rf. 

Les proprietes des modules d’une somme algebrique ou 
d’un produit demontrees aux n^* 186 et 187 sont precise* 
ment les m^mes qiu ont dte signalees au n** 6 dans le cas 
particuliei des nombres reels et qui ont servi de fondement 
dans le paragraphe II pour Fetude des ensembles. Les pro¬ 
prietes trouvees dans ce paragraphe subsistent done dans le 
ca? oil les variables x^y^ ... parcourraient non plus la suite 
des nombres rdels, mais celle des nombres complexes. 
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190 Soient .-r, jK, ... des vanables-mdependantes reelles, 
P et Q des fonctions r^elles de ces variables, d^finies dans 
rmteneur d’un domaine E et admettant des deriv^es par- 
tielles continues. La fonclion complexe w = P + ^Q admct- 

tra des d^riv^es parti elles ^ + ^gale- 

ment continues, et son accroissement lorsqu’on passe du 
point (^, ..) au point {x -h j -h Aj,.. ) sera de la 

forme 

(R-H Si) Aj7+(Ri 4-SiO A/-h,, , 

R, S, Ri, . tendant vers z6ro avec Aa?, Ay, ... (et cela 

uniformement dans tout ensemble £4 born 6 et parfait int^- 
riear a E). 

Supposons les variables -iP, y? » * en nombre pair, repr^~ 
sentons-les par y, , y,, ... et formons les combmaison$ 
complexes 


z=:x-\- iy, 




On aura 


Ais: = A^ + i Ay, A-Sj = A-r^ +1 Ayi, 

Vii- 

L’expression 

(R -H Si) Ax -+- (Rj Sj 1) Ay •+-.. 

pourra done se mettre sous la forme 

p AkZ -f- pi A^i *+“ • • •) 

les quantit^s 

p= (R-*hSl)^ 4 -(Ri-I“Si 1)^> pi=: 


tendant encore vers z^ro en m^me temps que A^, Ay, A^^, 
Ayi, ... (et cela uniformement dans Ei). 
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Si, d’autre part, nous supposons les denvSes partielles 
• • • li^es par les relations 

n.7: n/n /fv /iv ^ 


(I) 


da? d/ ’ Oy da; ’ 

i^ = -^ dP _ dQ 

da;, ~d/i’ dj', “ da;,’ 


les terines de la premiere kgne de I’expression de A« pour- 
ront s’^crire ainsi: 


(S-S) 

/dP 

= (dS-^' 


(Aa; 
da; , 




, /dP dQ\. 

■^■*•(55;+ ‘5^1''=' + 


On aura done Biialement 


(2) 



-}- P Pj ^ 


Lorsque les conditions ci-dessus seront satisfaites, nous 
dirons que est dans Pinterieur de E une fonction synec- 
tique des variables complexes .... Les termes de la 

premiere ligne du developpement ( 2 ) seront sa differentielle 
tolale du. 

Posons, cn particiilier, Asi = o, A.^ 2 ==o, ...; nous 
aurons 

Au dP- dO 

Az dc37 do? ^ 


Si A^ tend vers zero, ^ tendra vers une limite 4^ 4 - ^ 

As dr d^ 

independante du rapport des deux inlinimenl petits Ax el 

Ay. Cette limite se nomme la de/wee parttelle de u par 

du 

rapport d ^ et se repr^sentera par la notation usuelle 




TARUBLES COMPLEXES. 


179 

^Si u ne d^pendait que d’une seule variable complexe, on 

l^a})pellerait simpiement la derwee de u et on la repr^sente- 

du , \ 
rail par ^ ou u\\ 

La fonction u admettra de m^me, par rapport aux autres 
variables des d6riv4es partielles 

du dP dQ 

— = -5-—> *••• 

d^i dx\ dJCi 


Toutes ces d^riv^es 




seront d'ailleiirs des fonc- 


tions continues de . 


191 Reciproquemenl, pour que I’expression P 4 - Q^, oii 
P, Q sont des fonctionade a?, /I? ••• definies dans 

I’ensemble E, admetle des d^riv^es partielles continues 
/9// 

— , ind^penGlantes, la premiere du rapport de & Aj, 

dzi 

la seconde du rapport de Axi a Aji, etc., il faudra que Pet Q 
admettent des d^riv^es partielles continues ^9 

^9 • • li^es par les relations (i).* 

En effet, changeant en a? -H Aa?, sans alt^rer a?!, , 


on aura 


Au 

Az 


Au 

Ax 


AP 4 - 1 AQ 
Ax 


du 


Pour que cette expression tende vers une limite fixe 

il faut que ^9 ^ tendent vers des limites. 

Done P et Q doivent admettre des d^riv^es partielles 

dP dQ ,,, 

-« 3 ., et I on aura 
da? dx 
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Changeons <ie m4me ^ en ^ sans alt^rer les autres 

variables. On aura 

^ ^ A« ^ AP -h IAQ _ AQ — 2 AP 
A;? A/ I A/ A/ 


du 


Pour que cette expression tende vers la Jimite lorsque 


Aj tend vers z 6 ro, ilfaut que ^ 2 , ^ tendent vers des limites 

dQ dP ,, ^ ^ 

, et I on aura 

dy dy 


du _ ^ ^ ^ 
dz dy dy 


d It 

Pour que cette expression de ^ coincide avec la pr^ce- 
dente, il faut qu’on ait 

da: dy^ dy da?" 

Enfin, pour que ^ soit continue, il faut que sa partie 

AU . . 1 r, dP dO dP dO 

reeile etsa partie imagmaire le soient Done -r“> -7^) -r-> 

^ ^ da? doc dy dy 

doivent etre continues 

On obtient des r^sultats analogues pour les autres d^rivees 


partielles ^-3 


iQ 


192. Remarques. — 1 ° Si Ton veut que P + Q« soil une 
fonction synectique de Z{^ .. , aucune des deux fonctions 
P et Q ne pourra ^tre choisie arbitrairement, car les deux 
premieres Equations (i), deri\ees re^pectivement par rapport 
a a? ety et ajout^es ensemble, donnent 

d*P d"P_ 
da?^ dy^ 

Ddriv^es par rapport a j et puis retranchees, elles 
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donnent 

d»Q d^Q__ 
dx^ d/* 

On trouvera de m6me 

^ ^ _ d^Q d*Q _ 

dj?* . 

2° Si I’on admel (ce qui a toujours lieu, comme on le 

verra plus loin) qiie les d^nvees secondes , ... 

^ ^ dxdy 

existent et sont continues dans Finterieur de E, ... 

oz dZi 

seront encore des fonctions synectiques de .... 

En effet, 

^ ^ ,dQ 

dz dx ^ ^ dx^ 

par exemple, admet des derivees partielles continues 

— ^ . d*Q 

dx dz dx^ dx^^ 

dy dz dx dy dx dy ^ 

d du _ d^P _ d*Q 

dx^ dz dx dxi dx dxi ^ 


II reste a montrer que ces derivees partielles satisfont aux 
relations 


d^P_ d^Q 
dx^ dxdy^ 
d"P_ d^Q 
dx\ d^i djKi * 


d»P 

dxdy 

d^P' 

da?i djt ■ 


d*Q 
d^r* ^ 
d^Q 
dx\' 


Or celles-ci s’obtiennent imm^diatement en d^nvani les 
^Equations (i) par rapport kx^ x^^ .... 

3® Si nous repr^sentons par^^> ? •••les ddriv^es 
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da 


de — par rapport a on aura 


d^u 


d^P 


d^Q 


dz dz I dx dXi dx dx^ 

d^P d^Q 


d^ u 

dxi dx^^ dXi dx dz^ dz 


du 


4® Si nous supposons u ind^pendant de -s, on aura — == o, 

si « = ^, ^ == I. Si done, dans I’equation 

, du . du . 
du=: -r Az -i- Azi -H,. ., 
dz dz^ 


qui definit du^ nous posons il viendra = As. De 

m^me dz^ == Az<, ..et, par suite, 


, du , du j 
du ~ as 4- -r— as, • 
dz dzi 


5® Les th^oremes du n® 75 et la legJe plus generale du 
n® 88 pour la derivation des fonclions composees s’appliquent 
sans changement aux fonctions synectiques de variables 
complexes. 


193. TntOREME. — SoU F(s,s,, ...) une fonction $y- 
nectique de 

z = x^iy, s, = ^,4-iy,, 


dejinie aux environs du point 




et sannulant en cepoint san^ que sa derivee partielle 


dz 


$^y annule 

On pourra determiner une fonction synectique de 
s,,..., dejinie nttr environs du point . .)^prenant en ce 

point la valeur t et qui, substituee pour z dans Vequation 
F(s, Zi,.*^) =Osta rende identiquement satisfaite. Cette 
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fonotion sera unique et admettra aux en\>irons du point 
. •) les derwees partielles 


(3) 


ilL. _ ^"2 

dz dz 


Soil, ea effet, 

F(2, =i P H- Qf, 


P et Q ^tant des fonctions de 
On a, par definition, 



dx^ dfi 


Le jacobien 

J = 

de P et Q par rapport k a 
Equations, a 

(£) 


.. 

^ __ ^ 

dy dx* 

1 dxt * 


dm dy 
<Ja; dy 

■, y se r^duira, en vertu de ces 



ce qui est ie c4rr6 du module de la d^riv^e 

dP ^ 

dz dm dx 


Celle-ci ne s'annulant pas au point initial (5, ■»), 5i, t),,.. 

J ne s’y annulera pas. On pourra done determiner, et cela 
d’une seule mani^re, aux environs du ^oint (5<, tj, ,...) deux 
fonctions reelles des variables independantes a;,, 
satisfaisant identiquemeni aux equations P = o, Q = o (ou, 
ce qui revient au meme, a I’equation F = o) et se reduisant 
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respecuvement k 5, yj au point (5,, vi,, ) Les diff^rentielles 

totales de ces lonctions seront donndes par les equations 


dP . dP . dP , dP ^ 


div 

dQ 




dQ 




. = o 


ou, en vertu des Equations (4), 

dP 


d.x dx ^ dx^ 

^ dQ 

*r—^. 2 ? -r— ciy •+• -T— 

ax dx dx^ 


dxx • 


dxi ■ 


dP 


dxx 




= 0 , 


= O. 


Ajoutons ces Equations, apres avoir multipli^ la seconde 
par /; il viendra 



Cette relation montre que la quantity complexe z est bien 
une fonction sjnectique de s;!, . et a pour d^nv^es par- 
tielles les expressions (3). Elle satisfait d'ailleurs a I’equa- 
tion F = o et se reduit a ? + iTj au point (^i, . .). 

Le tyoreme que nous venons d’etablir est entierement 
semblable a celui d^montie (91) pour les fonctions de va¬ 
riables reelles Les consequences deduites de ce dernier (92 
^ 9S) subsistent evideminent aussi pour les fonctions synec- 
tiques de variables complexes. 


194 Les conditions qui expriment que t^==P-f-Q£ est 
une fonction de z oc ^ ly sont susceptibles d’une inter¬ 
pretation geomdtrique remarquable 
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Marquons en effet, sur le plan, le point qui a pour affixe 
“ =/(-) A. chaqiie jjoint s correspond un point u ; a chaque 
ligne decrite par z, une ligne ddcrite par u 

Consid6rons trois points z, z-hAz, s + A,^ formant un 
triangle infiniment petit, dont les cdtes auront respectivement 
pour longueurs I As I, |A,s|, |A,z —Az|. 

Les points correspond ants u, u + Am, m + A,m formeront 
un autre triangle, dont les cotes auront pour longueurs 

|Aa| = |[/'(s)+R]As|. 

|A,«| = |[/'(s)-f-R,]A,sl, 

1 At M — Am i = I [ /'(s + As) + p] (AjS — A?) i, 

R, R, p tendant vers z4ro avec As, AjS. 

Les rapports des cdt^s correspondsnts sont dohc respec- 
tivement |/'(s)4-R|, |/(s) + R,|, |/(s + A's) -h p | et 
tendent vers la limite commune/'(s) lorsque Az et A^z ten- 
dent vers z^ro. Les deux triangles tendent done 4 devenir 
semblables. 

Ce raisonnement serait toutefois en ddfaut pour les valeurs 
de z qui annuleraient f'{z). 

n. — Intigrales des fonctions synactiqnes. 

195. Soit toujotms 

/(«) = P + {Q 

une function de z, synectique a I’lnt^neur d’un domaine E, 
et soient 

les Equations d’une ligne rectifiable L mende dans I’lntdrieur 
de E entre deux points s, et Z 

Les quantitds P et Q dtant des fonctions continues de x, 
y, qui, sur la Ugne L, sont eux-mdmes des fonctions conti¬ 
nues de t, seront le long de cette ligne des fonctions conti¬ 
nues de t. Reprdsentons-les par P(f) et 0(^)* 
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Entre les valeurs T de ^ qui correspondent aux deux 
extremites de L, mtercalons une suite,de valeurs interme- 
diaires/i, . ^ •••• Entre deux valeurs cons»^cutives 

prenons arbitrairement une valeur intermediaire ta. 
Designons par z/t, Kft les valeurs de z qui correspondent 

Cela pos^j formons la somme 

Si Von fait decrottre mdefiniment Vetendue de tous les 
intervalles Ltk — la somme ci-dessus tendra vers 

une limite fixe, que nous appellerons Vintegiale de f(z) dz 
suimnt la ligne L, et que nous repr^senterons par 

J f{z)dz. 

Pour ^tablir cc th^or^me fondamental, il suffit de montrcr 
que, quelle ^jue soil la quantity e, on pourra determiner nne 
quantity tj telle que la difference entre deux sommes quel- 
conques S et S' dans chacune desquelles les mtervalles 
sont <; 7 ; ait son module n^cessairement <; e. 

Soient S, S'deux de ces sommes coirespondant respecti- 
vement a deux systemes de valeurs mtermediaires tk^ 
j • • et ..,, .; S" une troisieme somme corres- 

pondant a un nouveau mode de division ou figurent toutes 
les valeurs mtermddiaires t et t\ On aura 

|S'-~S| = |S'^-^SH-{S''-.S'l; 

il sufjfit done de montrer que, si tj est assez petit, le module 

de la diffi^rence S"—S sera <;-? la mime demonstration 

a 

s’appliquant k la difference analogue S"— S. 

Consid^rons un terme 


P(TAr) *Q{TA)](5fA4.1 — 
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de la somme S. II est remplac4 dans S" par une somme de 
termes 

ou 

= ^k-\ri - 

La difference entre cette somme de termes et le terme pri- 
mitif sera done 

(i) 2 I P(t^') — P(t/:) -4 -1 [Q(r;t') — Q('Pjt)] j — -si')* 

Cela pose, ta et etant compris entre tk et ? leur dif¬ 

ference sera <Yi. D’aillears, les fonctions P et Q, etant con¬ 
tinues, le sont nniformenient. On pourra done, en prenant 
assez petit, rendre toutes les quantiles P(Tjt)—• P('rA), 
Q('''a) Q('^a) moindres en valeur absolue qu’une quantity 

arbitraire $ 

Cela posd, le module de la somme (i) sera momdre que 

D ailleurs | | n’est autre chose que la distance rec- 

tihgne des points 4'+^ et 4^. Done S1j repr^sente 
le p^rimetre du poljgone form^ avec les points * €Lt 
sera au plus ^gal 4 Fare de courbe compris entre Zk et . 

Operant de m^me sur chacun des termes de la somme S et 
sur les termes correspondants de S''", on aura 

I d^signant la longueur de Parc total. En prenant \ assez 
petit, on pourra rendre cette difference moindre que »• 

196. Supposons, en outre, que les fonctions 
admettent une ddrivee continue. Le calcul de Fintegrale dont 
Fexistence vienL d’etre dtablie se ramenera 4 celui d^inte- 
grales reelles. 

II Skagit, en effet, de trouver la limite de la somme 
2(P-4-Q/)(Aa:4-1 Ay)=:2(P Aoj—Q4y)-Ht2((2Ad?-i-P A/). 
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Or on d’apres les hypotheses faites sur les fonctions 

Aa: = [9'(0 + R] A/ = [f (0 4^ R'] 4^, 

R et R' convergeant unifonu^ment vers zero avec dans 
I’inlervalle de Cq k T. 

On aura done 


2(PA^^QAy) = S[P(p^(0--Q4;'(0]A^H-2(PR--QROA^. 

Le second terme de cette expression tend vers z^ro avec les 
itttervalles A^. En effet, soient M une limite superieure des 
modules des fonctions P et Q sur la ligne L; yj le maximum 
des modules des quantit^s R^ R'; on aura 

niod2(PR — QR^) A^= 2 My] 2 A^5 2 Myi(T — ( q ). 

Of, lorsque les A^ d^croissent ind^finiment, les R, R' 
tendent uniform^ment vers z^ro j done vj tend vers z^ro* 

On aura done 


une 


l1ni2(P Aa? — Q Ak) = lini2[Pcp'(/) — Q4'^(0] 

De mdme 

T 

liai2(QAa!-+-PA7)= r [Q<p'(0 + P'j^'(0] 

197^ De la definition de Pint^grale J*/{z)dz par 

limits de somme r^sultent ^videmment les propri^t^s sui- 
vanles • 

I® Si la ligne L est form^e de plusieurs parties succes- 
sives L^, La, ..on aura 

ff(s)dz=zf f{z)dz-^f f{z)dz-h,., 
a* Si L et repr^sentent la inline ligne, decrite dans 
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deux sens opposes, on aura 





y Si/(a) = c»/,(3) + Ca/a(ii) + ..., c„ <;*, ... 4taiit 
des eonstantes, on aura 



Ci 



z)dz-^ 


Cf j H-.... 

•^L 


4® Enfin, soient M le maximum de [ f{z) [ sur la %ne L, 
et I la longueur de oe^te ligne; on aura 

1 2 f[ Kk) ( — ^k) I < M 2 I I < 


p d^signant le penmetre du polygone 
en passant a la hmite. 



d’ou, 


198. On remarquera que, dans les raisonnements qui pre¬ 
cedent, nous nous sommes appuje uniquement sur la conti- 
nuite des fonctions P et Q, sans faire aucun usage des equa¬ 
tions aux derivees partieUes qui expriment que P + Q« a une 
denvee deiermmee. Mai^ ces nouvelles conditions vont 
mtervenir dans la demonstration du theoreme suivant. 

Th^oreme. — Soit C un contour fernie coniinu et sans 
point multiple^ et tel que tons les points non exterieurs 
d C soient inter tears au doniaine E. Umtegrale ff{z)dz 
prise siiwant une ligne rectifiable fermee quelcofique K 
intirieui e d C sera identiquement nulle. 

La fonction/(^) = P + Q«, etant continue pour tous les 
points non exterieurs a C, qui forment un ensemble parfait, 
le sera uniformement dans cet ensemble. 

Soient 

' ^ y — W) 


les equations de k courbe KL. Donnons % t une serie de 
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valeurs successives nous obliendrons stir la 

courbe une s^rie de points correspondants .. . 

Supposons que les mlervalles — th soienl tous <C 5. En 
iaisant decroitre suffisamment cette quantity 5, on pourra 
faire en sorte : 

I® Que les distances (qui tendent uniformement 

vers zero avec 8) soient moindres que la plus courte distance 
de K 4C, et, par suite, que le polygone inscnt P, qui a pour 
sommets jo? ^ 4 ? •••? ^a^ *. , soil int^rieur a C, 
a*' Que la difference entre la somme 


y*('®A)(‘®AH-l — -^a) 

et sa limite /(z) djs ait son module moindre qu’une qruan> 
tite £ choisie k voionte; 

3® Enfin, que la difference entre cette somme et I’lnte- 
grale J* f{z) dz^ prise sur le contour du polygone P, ait 
aussi son module < e. 

Pour etablir ce dernier point, qui seul a besom de demons¬ 
tration, considerons le terme 


fk ^k) (-^Ah-i — Z/c) 


correspondant a Felement ^a-^a+i II remplace, dans Pin- 
tegrale j*f{ 3 )dz^ parPexpressionsuivante, 


ou ... sont des points de division infinitlcient voisins pris 
sur la droite .Sa-^a+i • 

Comme pn a 

la difference e^tre ces deux expressions sera la limite de la 
somme 
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donl le module est aii plus egal a 

Ma 21 s;h.,,a- z'a 1 = Ma 1 5a+i - 1 = Ma 4, 

4 designant la longueur du c6t^ et M* le maximum 

des modules des quantiles /(s'*) — /(z*). 

Raisonnant de m^me sur chacun des c6t48 du polygone, et 
designant par M le maximum des qjuanutds M* et par I la 
longueur de la courbe K, on aura pour limiie sup4rieure du 
module de la difference cherch^e 

2Ma4^M24=M/ 

D’ailleurs, le point ^tant situ6 sur la droite on 

aura 

\^'tk~ Zie\. 

Done les differences s\^—Zk et, par suite, les quantites 
fi^k) tendent uniformement vers zero avec 8. On 

peut done, en prenant 8 assez petit, rendre M moindre que 
ce qui demontre notre proposition. 

Si done nous etablissdns que I’lntegrale ff{z) dz est hulle 
pour tout poljgone P, le theoreme sera demontre, car le mo¬ 
dule de I’lntegrale ^ f{z) dz etant < 2s, quelque petit que 
soil s, sera rigoureusement nul. 

199. Le contour polygonal P peut se traverser lui-meme 
en certains points; le nombre de ces traversees sera limite et 

au plus egal a —^ > « etant le nombre des cdtds du pO- 

lygone. Partons, dans ce cas, d’un point quelconque du con¬ 
tour pour le decrire dans le sens de I’mtegration, jusqo’4 Ce 
qu’on traverse pour la premiere fois les parties dej4 decrites. 
La portion de contour comprise entre ces dejix passages au 
meme point formera un contour partiel qui ne se traverse pas 
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lui-m4me. Si Ton suppose le theoreme etabli pour un sem- 
blable contour, on pourra negliger cette portion de la bgne 
d’lnt^gration, et il ne reslera plus qu’a faire la demonstration 
pour ie contour restant, ou le nombre des traversees est 
diminue. 

On volt done qu’il suffit d’etablir notre proposition pour 
un contour polygonal qui ne se traverse pas lui-meme Or 
I’interieur d’un semblable contour pent se decomposer en 
triangles Supposons le theoreme etabli pour chacun de ces 
triangles; la somme des integrales obtenue^ en faisant le 
tour de chacun de ces triangles, dans le sens direct, par 
exemple, sera nulle. Mais, les c6tes de ces triangles qui ne 
font pas partie du contour P etant decrils deux fois en sens 
contraire, les integrales correspondantes se detruisent deux 
a deux, et Pintegrale restante sera precisement celle qu’on 
obtient en decrivant le contour P, . 

Nous avons ainsi ramene la demonstration du theoreme au 
cas ou le contour K, au lieu d’etre une courbe rectifiable 
quelconque, dont la notion est un peu confuse, se redml a 
un triangle. 

On peut meme admettre que le triangle a un de ses c6tes 
parallele a I’axe des y, car tout triangle peut etre decompose 
en deux triangles de cette nature. 

200. Considerons un semblable triangle ABC {fig* i)* 
Soient 

Arza-ha'i, 

6 = i /Wo(* — «)]f, 

Cz= A m{b — a)]i 

les affixes de ses sommets (de telle sorte que mo, m repre- 
sentent rcspectivement les coefficients angulaires des cdtes 

AB, AC). 

Nous aliens montrer que Fmtegrale //(^) djs^ prise sur le 
contour du triangle, a une Valeur indipendante de m. 
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Elle se compose, en effet, cles trois iDlegrales 



La premiere ne depend pas de m. 


Fig I 



Cherchons la d^rivee de la deuxieme. Soil 

/(5) = P(^, y) 

La Hg^ne BC a pour equations 

^ = 6, y = a'4-— a), 


t etant reel en variant de mo a m. Done Tintegrale 


sera egale a 



dz 





et sa d^rivde, par rapport a sa limite superieure m, sera 
P[^,a'H-m(6 — a)] -+-tQ[*, a'-4- —«)] i{h^a) 


Cherchons, d’autre part, la deriv^e de la iroisieme mte- 

1 


J. - L 
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grttic prise siiivant le cdie CA. On a, sur cette ligne, 
x = t^ yz=:a*-^m{t — a), 

t etant reel el variant de 6 a a. Substituant ces valeurs dant 
f{z), on obtiendra un resultat de la forme 

(2) /(5)=: P(^, ^)4-£Q(4?,^)=:Pi(^, w)4-^Ql(^, m), 


el, comine 


dz^dx -\-idy "Zz (t4- mi) dt^ 


i’lntegrale cherchee deviendra 


r m)\{imi) dt^ 

expression oil Ton separerait sans peine la partie reelle de la 
partie imagmaire. 

Sa ddnvee par rapport a tu sera 

Or on a, par hjpolh^se, 




)=^± 
J df 


dj' 


ei, d'autre part, en ddrivant I’dquation ( 2 ) par rapport aux 
variables inddpendantes t, m doot 2 ? et ^ sent des fonctions, 

dx dx \ dy dy} ' dt dt' 

,, ,/dP .dQ\ dP, dOt 

La combmaison de ces Equations donne 
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SubstiLuant cetle valeur dans Tmiegrale (3), elle devient 

Cette derivee etant egale et contraire a celle de rint^grale 
suivant BG, on voit que Tintegrale ff{z)dz^ prise autour 
du triangle, est une constante independante de m. 

Or, si m = Wo, i’integrale suivant BC disparait, et les mte- 
grales suivant AB et CA sbnt egales et contraires. Done la 
constante est nulle et le th^oreitie est etabli. 


201. CoiiOLLAiRE. — Soienl L, Li deusc lignes arbitrate 
fement trades dans Vinterieur deC entre deux points 
fixes Zq et Z, On aura 


f fiz)dz=j f{z)ds 


Car, la ligne ^tant ferm^e, on aura, d^apr^s ce qui 

precede, 

0 =/ =/*/=/-/ 

"*^11 *'L-' I *^1.1 *^1. 


L’int^grale ne depend done pas da trac^ de la ligne L, mais 
seulement de la position de ses extr^mitis. On pent metlre 
ce fait en Evidence en la repr^sentant par la notation 



202. Dans I’int^rieur de C, cette expression repr^sente 
line fonction synectiqne de Z, ayant poor d^riv^e /(a). 

Cherchons, en effet, son accroissement lorsqu’on change Z 
en Z dZ. 

Soil L la ligne d’intdgradon saivie de St 4 Z. On pent 



PREVifeRE PARTIE. — CHAPITRE II. 


196 

adoptei coinine ligne d'lnt^ration de -s© a Z -f- la ligne L, 
suivie de la droite infinimenl petite qui joint Z a Z-h rfZ. 
On aura alors 


A t* 

f{z)dz—j /{s)dz 

** * pZ + dZ 

= fiz)dz=f(Z) dz+ [/iz)-/iZ)]dz. 

Jr Jr Jt 


^Z4~dZ 


Le premier terme est evidemment ^gal a /(Z) dL Le se¬ 
cond a pour limite supeneure de son module M | rfZ |, M etant 
le maximum de |/^^) — /(Z) j sur la ligne d’mt^gration. Or 
\s — Z| est ^1^1, el /(z) est continue. Si done dZ tend 
vers zeio, il en sera de m4me de M; on aura done 


J pZ~^dZ pZ 

f -/=[/(Z). 


R]dZ, 


R ^tant un mfiniment petit. 

On voit par la qu’il existe des fonctions synectiques ayant 
/(Z) pour deriv^e et definies dans le m^me domame que 
celle-ci, elles auront pour formule g^n^rale 

f /(^) 

«0 

c designant une constante. 

L’une de ces fonctions #(Z) etant donn^e, on obtiendra 
la valeur correspondante de c en faisant Z = z^, II vient 

-wQ ) LZLL C» 



On aura, par suite, comme au n^ 82, 

(4) 

Jz^ 

Comme on a evidemment 




dz, 
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Tint^rale, consideree comme fonction de ro, aura pour dc- 
ri\ee —/(^o)- 

203. Les regies pour la derivation des integrales defimes 
et pour Tintegration par parties 83 et84) s’appliquent 
evidemmcnt aux integrales que nous cotisiderons en ce mo¬ 
ment 

204. Le changement de la variable mdependante peut s’o- 
perer comme il suit • 

Soil z = o i^t) une fonction de synectique a I’mteiieur 
d’un domame Ej. Lorsque t se meut a rmterieur de Ei, z 
se niouvra dans un domame correspondant E 

Supposons en particulier que t decrive un arc Lj de Iigne 
rectifiable ; z decrira une ligne correspondante L, et ses va¬ 
riations seront liees a celles de t par la relation 

A5 = ((p'^-hR) 

o't restant continue, et R tendant uniformement veis z 6 ro 
avec A/ ; car les points de L| forment un ensemble born^ et 
parfait; on pourra done assigner une quantile vj telle que, 
SI |Afl<Yi, |R| devienne momdre qu’une quantity e arbi- 
trairement choisie, quelle que soil la position du point t 
sur L,. D’autre part, le long de cette ligne, | (f) | admettra 

un maximum [a. 

Soil to, . tk, T une suite de points pris sur L,, 
de telle sorte que les differences ^tk— — tk aient leurs 
modules moindres que t; ; et soient zo, , Z les 

points correspondants de L; on aura 

Azi — {tk) + R*] Af*, 

d’oA 

IA**|5(f*-4-e)| A<*,|; 

done les A^* tendront uniformement vers z^ro avec les Af*^ 
Enfin la ligne L sera rectifiable et aura une longueur 

/ = hm 5 1 Azi 1 5 lim (fx-h s) 2 At* 5 fi/j, 

If ddsignant la longdeur de L(. 
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Gela pobe, sou / < ::) uiic lonclion de 5, syneclique dans 
on diud 

1 fij/j Aza = I/(cplji) R/J 

FaibOns hiiulro r^ el c vers 7ero Les A/a et les Asa Icndaiit 
veib zero, le piemier inenibre aura pour limite 

f/(z)dz 

I 

el le second 

1^/(0^) »’/£/«-H Um 2 /( 94 ) R*A4- 

Or, bi I'on desiijne par M le maximum de |/| sur la ligne 
d'lnlegralion, le second tenne aura son module moindie que 
M*/, 11 tend done veis zeio, et Ton aura 

(3) d£, 

SOo Th^orlme — Soient Cj, C^, C,i {fig- 2) des 
vqiitouj sfernie^ t ettifuthles et sans points multiples, exte- 
neufs les uns aux autres, et tous interieurs d un denue/ 
contour Co de tnenie natui e 


Fig 2 . 



Sou, dautre part, fz une fonction de z synectique 
dans un domaine E contenant dans non interieur toiite 
la region R du plan bornee par les contours Co, C|, 
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C.n\’y compris ces contoius eux-mimes, on auia 


C fzdz— ffsdz + 

•■Co *'C 



lesintegrales etant pt ises dans le meme sens, pai exemple 
dans le sens duectj autoitr de ces divei s contours. 


Nous supposeions n = 2 dans la demonstration, 

Joigaons les contoi^rs Gq^ C|, par Jeshgnes rectifiables 
L, L(, L2 sans points multiples etne se rencontrant pas mu- 
tuellement ( fig 2)* La region R se trou\era divis^e en deux 
regions partielles , E-2% lunilee chacune par on seul 
contour feime dans tout I’lnteneur duquelest synecLique. 

L'liitegraie J*Jzdz prise dans le sens direct le long de 

chaeun de ces contours frontieres sera done nulle ( 198 ). 
A^joutant les resultats obtenas pour les deux regions, on re- 
marque 

Que, chtacune des bgnesL, L,, L2 ayanl ele d^crite ime 
fois dans cha(|U€ sens, les intogiales correspondantes se de- 
truisent, 

2*^ Que les deux monies du contour Co ont ete decrites 
chacune dans le sens direct; la somme des ml^grales obtenues 
sera done 



3 *^ Qtie les deux moiUes de chacun des contours Cj, Cj 
ont et^ decrites dans le sens retrograde Si done nous d^- 

signons par / fzdz^ / fzdz Ics valeurs des integiales prises 

en decnvanl C* et C2 dans le sens direct, les mt^grales ob- 

tenues seront ’— f fz dz^ — / fz dz. Nous avons done 

dt, -'c. 

comme resultat final 

f fzdz — r fzdz — f fzdz = o 
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206 . Thfotii-aie — Soit fz line fonction synectique & 
ihntei tear cVun domaine E, i>oit K un contour (^rectijiahle^ 
ferme el sans point multiple) %itue dans Vinteiieiu de E, 
on aw a, pour tout point a interieur a K, 


( 6 ) 


fa = 


I r fzdz 


Soitj en effet, c un cercle de rayon mfiniment petit; de- 
cnt du point a comme centre; on aura, d’apres le theoreme 
precedent, 






di. 


Le dernier terme tend \eri> zero a\ec i\ Soit, eneffet, M le 
maximum de \fz—fa\ sur le cercle c\ |js—-a] etant ^gal 
a r sur ce meme cercle, le module de I’integrale ne pourra 
M 

surpasser — 2‘:xr = 2 ttM. Or, a cause de la contmuite de 

/ (5)5 M tend ^ers zero avec r 
D’dulre part, on a sur le cercle 

z = a -h r{cos(o -l- ^ sin<y), 
dz = F (—- sin9 + z 0059)^/9 =: {z — a) ido^ 


9 etant reel et variant de o a 2 t:. On aura done 



207 L’equation (6), derivee par rapport au paramStre a,. 
donnera les sui\ antes . 




±.f. J= . 

—a)* 


dz, 


/'‘az= 


U . n f fz 


(7) 
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Les iijtegrales qui figurezil au premier membre sontdes fonc- 
tions de a finies et delerininees Les derivees successives de 
la fonction f sont done synecliques, comme f elle-meme, 
dans tout Finteneur de K. 

Soient 

r la plus courte distance du point a au contour K, 

M le maximum de \fz\ sur ce contour, 

I sa longueur. 

On aura, sur tout ce contour, 


—a \zr 


et, par suite, 


!/“«! 


12 n M 


27: 




et, en particuJier, si K est uii cercle ayant a pour centre, 
d’ou I = 27r/, 


( 8 ) 




12.. « M 


208 Les resultats pr^ceclents s’^tendent immediatement 
aux fonctioxis de plusieurs variables. 

Soil, parexen)ple,/( 2 , 2 ,) une fonction des deux variables 
complexes z, z^^ qui reste synectique tant que z, Zx restent 
dans I’lnt^rieur de domaines E, E|. Soient R, K| deux con¬ 
tours ferm^s (rectifiables et sans point multiple), inteneurs 
respectivement a E et a E,; a, ax designant deux points 
quelconques pris dans I’lnteneur de ces contours, on aura 


d’oii 

( 9 ) 


/(«, Ol) 

/(-, «.) 


z — a 

_L ffJhfil 

Cti 


dz, 


dzx. 


/(a, Ox)- 


1 r i r (g, gj) dsx 1 

(21tl)VK 
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et, en deinant m fois par rapport a a et jtzi fois par raY^port 
a 

^ I 2.. m I 2 rr r 

(TiFTp 1,4^ (3— 

L<*> rl< ^i\ee^ pa^tielles seront done synet tiquos, et. Si 1 on 
pai M le maximum de [/(j3, Zi )} pour les svs- 
u'mies de saleuf'^ de 3, r. lOispeclixement isitiiee*^ sur les con¬ 
tours K K.(, par }\ les distances de ees contours aux 
piunb ({. par /, /, lejis longueurs, on aura 

(ji) I M 

()a '^I (2 71)- 

lin par ticuJier, si k et Kj sont des ceiclea de nieme rayon r, 
ayant leiirs centres en a et , il \iendra 

• U , t 

1 da'^ j < 

III. — Fonctions rationnelles. 

209. PoLv^roMEs EiNTiFRs. — Consldcrons un polynome 

. 4-K, 

Oil esl uae \anable complexe. A, B, K des nombres 
coinp[e.xes quelconques, 

Cetle expression a une ^aleur determm^e pour toute va¬ 
lour de r 

D'dilleurs, si nous posons, pour abreger, 

P'(i) = m A;;'''-*-h {/n —i) 

P"(:;) = ;n I) A 5'«-=*4-(m- 1 ) (m 2 ) B5^-3^..., 


nous aurons 




VAHUBLES rO^PLi>\ES. 


P (3)-r P"(5)-i- 

fl 12 ' ’ 

hm P-^-) 

/i=o 

Done P(s) est une foncUon synecLique a;yant ))Our deri- 
vee (r). 

Si |;?| tend vers 00, il en sera de m^me de (P( 5 )[. On a, 
en effet, 

p(=)=.-(i+5+ +4V 


Al-W- 


et, SI Ton suppose [ ( 5 ) [ > i. 


+ |k:|). 


Done, e designarft une quantitd positive quelconque, j P (s) | 

sera > s des que | z | sera 5 S, 5 designanf une constante 

I j |B|-4- -hjKl-f-S 

plus grande que 1 et que '—^—*-- 


210. Uequation P (^) = o adniet toujours an moms une 
racine, 

Donnons en effet a z une valeur quelconque c; soit e la 
valeur correspondante de [P{j 5 )|. La constante S elant d^- 
terminee comme ci-dessus, considerons Pensemble des va¬ 
le urs de z dont les affixes ne sortent pas d’un cercle C de 
rayon 3, ayant pour centre I’origine des coordonnees. 

Get ensemble dtantborn^ etparfait, jP( 5 )|, qui varie d’une 
maiuere continue a\ec z, y admetlra un minimum [x au plus 
egal a e, qu'il atteindra effectivement pour une valeur deter- 
ininee a de z Cette valeur sera interieure au cercle C, car 
ur le cercle |jar| = 8 etjP( 5 )j>s. 

Nous allons demontrer que ce minimum est n^cessaire- 
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ment mil. Supposons, en effet qu’on eut 
;x = lP(a)|>o. 

Donnons a 5 une valeur a -f- A, A etant une quantile com- 
ple\e assez petite pour que le point a 4- A soil encore dans 
le cercle C; nous aliens voir qu’on pourra determiner h de 
telle sorte que | P(a 4- A) | soit < | P (a) [, ce qui implique 
contradiction. 

On a 

P(a-+-A) = P(a)4-AP'(a)-h.. 

Le lerme en dans ce developpement a pour coefficient 

p/rt t(i\ 

^^ = A, quantite differente de zero. Mais les coeffi¬ 
cients des autres puissances de h peuvent ^tre nuls 

Supposons, pour fixer les idees, que le premier terme dont 
le coefficient ne soit pas nul soil le terme en A^, Notre d6- 
V eloppement prendra la forme 

P (<7 4 -A)=: BoA^-+-^-i-. . 4 -B^„xA'^ 

On en deduit 

lP(a + A)l = lP(.?) + BoA>|-PlB,ljA|^^^H- .+ |B,„_>1 |A‘« 

Pienons le module de A assez petit pour qu’on ait 
lAI<i, |Bo| lA|<|P(a)l, 
et determinons son argument par la condition 
XargA 4 -argBo = argP(a) H-tt. 

Les deux quantiles P{a) et B© A^ ayant des arguments qui 
dilleient de tt, el | P (a) j etant > | Bo A^], on aura 

lP(a) + BoA^| = lP(a)|-lBol |A|^ 
el, par suite, 

|P(« 4 -^)lflP(^)l-IBol IA|^ 4 -|B,| 

|P(« + A)|-|P(a}|=|A|X[_|B,] + lB.i |A|+...]. 
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Le facteur entre parentheses tend, lorsque [A| tend \ers 
zero, vers la quantite negative —lBo|* Done, en prenant 
I h I suffisamment petit, on aura 

lP(a-i-^)l —|P(a)i<o. 

11 est done etabli qu’on peut donner a z une valeur a, telle 
que I’on ait 

lP(a)|=:o, d’ou P(a)=:o. 

211. Divisons P(-s) par le bmome z — a, il viendra 

le quotient P^ {z) etant un polynome de degre m — i etR 
une constante Posaiil d’ailleurs dans cette idenlite z 
elle devient 

o = R 

(3n a 111 a done, plus simplement, 

?{z)-=z{z--a)V,{z) 

En operant sur P^ (g) comme sur le polynome primitif, 
on le mettia de m^me sous la forme du produil d'un bi- 
nome g — b par un polynome Pa ( 5 ) de degre m — '4, et 
amsi de suite jusqu'a ce qu’on <*rrive a une simple constante C 
On aura finalement 

P(^)=zC(g— a){z — b) 

D'ailleurs, en dnisant les deux inembres de cettc egalite par 
G'", puis faisant croitre G mdefiniinent, il viemira a la hniile 

Az^C, 

el, par suite, 

P(r) = A(G-ur)(G~/>) ... 

Nous oblenons done ce theoreme fondanienlal 

Tout polynome P(g) de degie m peut (Hie nm sous hf 
forme dit piodait de son prenuef coeffinent A pai^ m bt- 
nomes du premier deg/e z z - b . 

Sous oetle forme, on voit immediali^nient que les racines 
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de Pequalion P(5) = o sont les quantiles .... Elies 

sont au nombre de m si les facteurs z — a, z — &, ... sont 
diEFerents Si a d'entie eux sont ^gaux k z — a, on dira que 
a est une ractne multiple, dont Vordre de mulUplicite 
est a D’apres cetle convention, le nombre des racines, 
complies chacune avec son ordre de jnultjplicite, est tou- 
jours ^gal a m. 


212. Soient <2, 6, ... les racines distincies de I’^Squation 
P ( 5 ) = o; a, p, ... leurs degr^s de multiplicity. On aura 

P(3)=:A(5 —6)?... 


et, en derivant, 


P { 5 ) 5 —cr s — ^ 


* > 


P'(5)=aA(5-“— 6)P. , 

4-i3A(4?-«)«(4?—.4-.. . 


Tous les termes de cette expression sont divisibles par 
{z — a)® sauf le premier, qui ne I’est que par (5 —a)*"**. 
Done la derivye P' (^) admet la racine a avec Pordre de mul- 
tiplicite a — i. De m^me, elie admettra h avec I’ordre de 
multipliciie p — I, etc. Quant aux racines simples de P (js), 
elles ne seront plus racines de P'(-s). 

Soient done P| le produit des bmomes z — a qui corres¬ 
pondent aux racines simples de I’^quation P = o; le pro¬ 
duit des bmomes correspondant aux racines doubles, etc., 
de telle sorte qu’on ail, a un facteur numyrique pres, 

P=P,PJPJ.,,. 


Le plus grand commun diviseur de P et de sa dyrivye P 
sera (a un facteur numenque pres) 

Q = PjPi..,. 

Celui de Q et de sa dyrivye Q' sera, de myme, 
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On en deduit, par la division, 


P P P 


P 

Q’ 



aoj 


€t, eii divisant de nouveau chacune de ces expressions par la 
buivante, on obtiendra enfin 

Ainsi P^, P 25 P 3 , ••• peu\ent s’obtenir par de simples 
divisions 


213. Fractions rationnelles. — On nomme fonctions 
nlgebiiques celles qui sont bees a Ja \ariable mdependante 
par une equation de la forme IT (w, z) = o, ou n est un poly- 
nome entier; fonctions transcendantes celles qui ne jouis- 
sent pas de cette propriety. 

Les-fonctions algAriques Ics plus simples, apres ies poly- 
nomes entiers, sont les fvcictiofis 1 utiofinellcSj dcfinies par 
une equation du premier degre en 

Q« — P=:0, 

Q et P etant des polynomes en 5 , qu’on peut supposer sans 
facteur commun. 

En r^solvant cette Equation, on obtiendra u sous la forme 
explicite 

P 



Cette expression a une valeur bien definie pour toute va~ 
leur de sauf lorsque z est racine de I’equation Q = o. 
Soient a Tune de ces racines , a son ordre de multiplieite. 


Si Ton fait tendre z vers a, 


sera infinie d’ordre a. 


P p/Q O^P 

La fraction ^ a une d^rivee — - — dgaiement bien 


d^finie pour toute valeur de z qui n’est pas racine de Q. 
Celle-ci a une d^riv^e de mdme nature; elle est done con¬ 


tinue. Ainsi 


P 

Q 


est une fonedon synectique de z dans lout 


le plan, k Fexception des racines de Q = o. 
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Si a est une racme Je Q d’ordre de iMultiphcit6 a, Q sera 
divisible par (x — a)“, Q' par {x — et P sera premier 

pr Q_O' P 

k X — a- La denvee ——’ rdduile a sa plus simple 

expression, contiendra done x — a en ddnaminateur a la 
puissance a + i, et deviendra infime d’ordre a + i pour 


214- SupposoDS que Q ait decompose d’une manidre 
quelconque en un produit de deux facteurs Qi et Q 2 pre¬ 
miers enlre eu\ On pourra determiner deux poijnomes M,, 
Ms, telb que Ton ait 

M,Q,-i- MsQ2 = i, 

et, par suite, 

p p _p(m,q,4-MjQj)_pm, pm, 

Q"Q,gi” Q.Qn “ Q» Qi' 

P 

La fraction q done la somme de deux autres, ayant 

respectivement pour denoinmateuis Q^ et Q 2 * 

Si Tun des lacteurs Qi, Q 2 lui-m^me un produit de 
deux facteurs premiers entre eux, oU pourrait decomposer 
de nouveau la fraction partielle correspondante en une 
somme de deux aulies fractions, et ainsi de suite. 


2to. On donne le nom de fraction simple i une fraction 
dont le numeraleur est une constante et le d^nominateur 
une puissance d’un binome x — a. 

On deduit aisement des remarques qui precedent cette 
proposition fondamentale * 


Toute fraction ^peut etre decomposee en une somme 
de fractions simples, augmentee d^iin polynome entier\ 


Nous [)ou\ons lout d’abord supposer que le coefficient de 
hi plus haute puissance de z dans Q se reduise a I’unite; car 
on n'liltcre pas la valeur de la fraction en divisant simultane- 
meat P et Q par ce coefficient. 
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Cela pos^, decomposons Q en ses facteurs du prem>er 
degre, soil 

... 


Les facteurs {z — a)“, {z — 6)?, . •, etant premiers entre 
eux, on aura, d’apres les propositions pr^c^dentes, 

£ - F(^) G(^) 

Q {z — aY ***’ 

F, G, ... etant des poljnomes entiers. 

Considerons Tune des fractions partielles, telle que 

F(^-) 

{z — a)^ 

Posons 

h 


F (r) d^velopp^ suivant les puissances de h prendra la forme 

Ag(-f“ Afli—1A-f*. •-f-A +«(/i), 


$ (A) etant un polynome entier 
On aura, par suite, 

(^s — ay-~ A« ‘ 




et, en remettant pour h sa valeur z 


F (^) _ 

(z^a)^ - 




-h$(r —a), 


c’est-a~dire une somme de fractions simples, plus un poly- 
nome entier. 

Operant de m^me sur chacune des fractions partielles. il 
viendra finalement 


{ A, A« ^ 

I Q~ j —a (5 —a)* I 

I z — (z — b)^ j 


W (z) ^tant un polynome entier. 
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Le degri de ce poljnome W est aise a calculer a priori, 
Supposons, en efTet, que Q soil de degr^ /w et P de degvi 


/?? + {A. Si tend vers x, 


P 

Q 


tendra aussi ^ ers oo et sera in- 


film d^ordre II doit en 6tre de m^me du second membre* 

I 

Mais les fractions qu’il coatient tendent \ers z^ro. Done W 
doit ^tre uninfim d’ordre p. Done pi est le degre du poly- 
noine. 

On \errait de meme que W doit se reduire a tine con- 
stante si P est de meme degre que Q, et disperaitre comple- 
temeat, si P est de moindre degre que Q, 

Coanaissant ainsi le degre du polynome il sera facile 
de determiner ses coefficients, ainsi que les constantes 
B, .. •. II suffira, apre? a\oir chass^ les d^nominateurs dans, 
i’^quation (i), d^identifier les coefficients des m<!mes puis¬ 
sances de z dans les deux membres. On obtiendra ainsi un 
SYsteme d’^quations Imeaires pour determiner les coefficients 
inconnus. 


216. II est souvent preferable d’empioyer le procedd sui- 
\ant, qui a Ta^antage de raontrer que la decomposition tie 
peut se faire que d'une seule maniere 

Posons js == « + A dans Tequation O); il viendra 

P (a -4- = P(a) -h/i P'(a)-^ , 

Aa Aa-^i 

Q{a-^h)z=Q^(a) ----- h - .. 

Efiecluons la division de ces deux polynomes ainsi ordonnes 
suivanl les puissances croissantes de A, et arretons-noas an 
moment oii nous aurions a ecrire au quotient des termes ne 
contenanl plus k en denorainateur. Nous aurons ainsi 

P(a-l-A)_Xt ^ RA* 


X^, • • • etant des constantes et R un polynome entier. 
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Le second raembre de requation (i) denent, par la m^me 
substitution, 




At 

h 




r — b h 
Nous avons done identiquement 


<^ot 


eiWi 

h 


, ^ 
A* 


RAi* 

Q(a-t-A) 

At Bi 

i - 


h 


W{a^k). 




Multiplions les deux membrea par puis faisons A = o. 
11 MendLra JUa= A^. 

Suppnmons les deux termes bgaux — et multiplions 

par /?®~‘ et faisons A = o ; il viendra JL*,, s= Aa_4, /... 

Les coefficients A*, A| sont done d^lermin^ sans 
ambiguity par les relations 

Aflt • • • Aj nr din^t 

Oa calculera de mdme les coefficients B|, ».., % relatifs 
a une seconde racine A, et ainsi de suite. 

fieste a calculer le polynome entier W (5), dom on conaatt 
di^ja le degr^ p, 

Soieiit 

P m: M -4- M, -f- , 

q=z^2»^ -r-. . 

On Irouve par la division 
P 

p, Pi, ... etant des coustantes et R s’aunulant pour s = 00. 
Soil d’autre part 
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On aura Firlenlit^ 


pcH'-h .-j-pjjt,-r-H 





-4- 5|JL. 


DiMsant par et faisant 5 = qo, il vieudra p = A Suppri- 
inant les deux termes egaux 5-^^, divisant par ’ et 
faisant 5 = 00, il \iendia pi = 5|, ... 


217 Supposons, en particulier, que Q {z) n’ait que des 
racines simples el soit de degre m,'? {z) etant de degre < m 
Soil a Tune des racines de Q , on aura 

P{^4-/0_ P(^)4- _ P(g) I , 

q\a)h^ {a) h 

En second lieu, le polynomc 'F {z) n’existeia pas La for- 
mule de decomposition sera done 

til} V _!_ 

Q ( 5 ) (a) z a’ 

la sommalion sVtendant au\ dnerses racines a de Q(z) 
Multiplions cette equation par et faisons z = oOj 

z _ I 
z — a ^ a 


avanl poui lunite runitc, il viendia 


2 


) 


lull 


vu r 


Si I’( 5 ) est de degre HI— i, le x'cond menil-n a pom hmili' 
M 

M et N ^tant les preinieis coefficients de 1* (-) cl de 

Si, au contraire, le degre de P ej&t < w — i, la luiiiLc 
seia nulle, et Pon aura 



r: o 
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IV — Fonctions algebnques 

218. Passons a I’etude des fonctions algebnques^ defi- 
nies par line equation de la forme 

(1) /(w, + -f-Mn=0, 

oil M ,5 ., M/i sont des poljnomes entiers en z. 

Nous poinons supposer le poljnome /(w, z) inediic- 
tible^ c’est-a-dire non decomposable en un pioduit de faf- 
leurs do nirme nature, rai, s'll ctait redncLible, on n’aiuail 
qu a ctudiei separcment Ics equations oblenues en egalant 
chaquc lacleur a zeio. 

Pom chaque valeur particuliere de r, Tequation (i) don- 
nera en general, pour w, n \aleurs dislinctes iin Ce 

resullat souffre toiitefois deux exceptions 

Si w est racine de I’equation M = o, le degre de Tequa- 
tion en u s’abaisse au-dessous de /?, et une ou plusieuis 
racines disparaissent 

2 '* L’equation (i) pent avoir des racines egales Dans le 
cas, le })roduit 

(2) a)* 

est egal a zero Or ce produit, etant symetrique par rappoit 
aiix quantites Mwi, .. , est un polynoine entier en 

L’equation/= o admettra done n racines distmctes, saiif 
pour l(‘s \aleurs de z qui satisfonl a I’une des equations 

M = o, N o 

Ces valeiirs exceptionnelles^ en noinbre Iimite, ont reou le 
nom de points critiques, Les autres valeurs de z sonl des 
points oidinaues 

219. Soil C un contoui contmu, ferme, sans point mul¬ 
tiple el faibsanta son exterieur tons les points critiques Les 
points non exteiicuib a C forment un domaine E, d’un seul 
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tenant, et si est assujetti a rester dans cc i ^maLie^ ri cha- 
cune Je ^aleurs conrspondiont n racmcb Ui, .. ., «/v do 
Toqualion /■= o 

i\ouh dllons inoiilrer to*it d'abord que, dans ces condi¬ 
tions r" les modules \Ut\, |«//( ne peuv^nt siup^sser 

un noinlire fiie p, 2° ie* modules j — ^^2 1 ? * • m ! — "a ] 

ne peuvent £‘tre inferieurs a un autre nombre fixe v, plus 
grand que 2ero , >“ les modules dos rapports 

df(u,, z ) . d/{ u,, z) 
dz * OUi 


ne peuvent surpasser un nonibie fixe w. 

Soit, en effet, a le maMmuin de pi dans ie domaine E 
Toutpolynome entier eii:?, lei que aura son module 

au plus egal a la quanlite fixe 


5! Vin« 


En particuherj N, M, ^ ,.. sont des 

nomes de ce genre; done | N j, jM|, [Mij, .. 


dM, 


dM 


dz 


admettent des bomes superieures (fii on peul 


assignei; sait b h plus grande d’entre elles 
D’autre part, M est de la l<nme 


AI 


^p)} 


ouz^y Zp sont des points antique*:. Si S desiirnc Ja dis¬ 
tance du contour C au point tiiiique ie plus voisin, chacun 
des modules | ^ — Zi\, ..., ;z —■ Zp\ sera au moms egal a 5 
en chaque point de E, done | M [ ne pent s abaisser au-des- 
sous du nombre fixe | A( oj®, que nous designerons par c 
On trouvera de meme pour |N j une borne mterieuie c\ 

Cela pos^, soit p la plus grande des deux quantiles “J 

on aura, pour loutes les valours consid^rees de z el pour 
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tolUe \aleur v de la \3r1able a ciont le module surpasse jji, 
1/(^5) = . ~ 1 M,| 

= !.•!'“=+ . H-o 

> c\ — nb\ = c\ iM — jx) >0. 

Vmsi V ne peui salisfasrj ri Tequalioa /= o. Done iei> 
modules dcs raemes } Ui ’ Up\ ont u pour borne supe- 

rjeure commune. 

Les qucintUes | , , ! ni — uh j auront done pour 

home supcriwdre y L equjuon {2 i donne d'ailleurs 

d' ji. en remplacarl pa*- si borne mfeiieure c et tons 
jo- facteui '5 du second meiiibie, sauf J*un rreux —uji l 
lciir« Lornes sUjOerieures, 

/-I '2 

Done i Ut — i^A} ^ f'ouT borne infeneure h quanlr 5 

Ahiant a la deinee [>articlie 

= ur* ■*■ •• 

ds dz 

elle a pour borne superieuie de son module la quantile 
bfx^-h - 

On a enfin 

/( M, i;)=M(w —«i).. .(w — Wn)- 

iVenant ia derivee parti elle par rapport a u et posant ensuile 
= Ui, il Mendra 

C>M, 
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expression dent le module a pour borne infeneure 

Le module du quotient 

dfiu,, s) , s) 

dz * dut 

a done pour borne sup^neure la quantity 
_ -h .. 

_ _ . -r. - —--• 

CV"”* 

220. Ces pr^liminaires poses^ choisissons, a volonte, pour 
chacune des valeurs de la quantity complexe 5 = :r -f- jk'j 
des n racmes de/= o. L’enseinble des racines amsi choisies 
sera une fonclion U des variables y. 

Cherchons a dinger notre clioix de telle sorte que celie 
fonction soit continue. 

Nous demontrerons le lemrae suivant 

Si deux fonctionsXiij M^^determinees comme ct-dessu!>, 
sent continues dans lout le domaine E, el ne sont pas idea- 
tiques^ elles ne se/ont egales en aucun point de E 

En effet, d’apres nos hypotheses, [Ui — U^| sera une fonc¬ 
tion continue de x^ y D'ailleurs, en chaque point z de E, 
et U 2 sont des racines de Tequation/(w, z)^o Si ces 
deux racmes sont idenliques, on aura 

|U,--U2|=rO 

Si elles sont differenles, on aura au contraire 

Puisque U| et U 2 ne sont pas identiques, il existera au moms 
une valeur de z pour laquelle le second cas se presentera. 
D’ailleurs, les valeurs de jU^ — U 2 j donent former un en¬ 
semble d’un seul tenant (64). Done jU< — U 2 I, ne pouvant 
prendre les valeurs intermediaires entre v et o, nc pomra 
s’annuler, , 
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Le nombre des fonction» continues distinctes iju’on peul 
former ne saurait done surpasser le nombre n Jes racmes de 
I’eqiiation/= o, el, s’il existe n semblables fonctions 

les valeurs de ces fonctions, 6tant constamment diff^- 
rentes entre elles, reproduiront, pour chaque valeor de 
la suite complete des racmes de cette Equation. 

221, Nous aliens montrer r^ciproquement qu’on peut 
grouper ensemble ies valeurs de u correspondant aux divers 
points de E de mamere a constituer n fonctions continues 
distinctes U<, •.U/i. 

Dans la demonstration de cette proposition, il nous sera 
permis de supposer que C est un contour polygonal. En 
effet, nous savons qu’on peut determiner un contour poly¬ 
gonal sans point multiple, contenant C dans son inteneur 
et donl tous les points soienl a une distance de C momdre 
que 8 Tous ies points critiques seront encore exterieurs a ce 
contour Or, si le th^oreme est vrai pour le contour i! 
le sera ^videmment pour le contour int^rieur C. 

Si le theoreme est vrai pour deux contours polygonaux 
cjf'== znz ZqZ^Bzq ayant un commun 

{^g 3), il le sera pour le contour polygonal ® 
resultant de la reunion d6 leurs autres parlies. 

Fig. 3. 





Soient, en effet, U', ..., les n fonctions U relatives 
au contour U,, ,,les n fonctions relatives a 
POSOES 

lyo, 411 =: ifi. 
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Un point z sitiie sui la Iigne aura poiii coo^dr‘nn^e^ 
Z*0-^ (^1 —y 

i designaiit le rapport des di'^tances zZq ^o* 

Si le point z = ar4-yi dernt la ligne ZqZ. t \anera de o 
a I, et X, y seront des fonctionb continues de t 

Les valeurs des diverses fonclions au ponit 

soiit les diverses racines ... de 1 equation 

f{u, z^)-o. 

II en est de meme pour les fonctions UJ, .. On pomia 
as&ociei une a une ces fonclions aux pr^cedentes, es» 
joignant ensemble celles qiii piennenl la ineme valeui 
en :;o 

Soient, par exeniple, el les deux fonctions qui picn- 
nent la valeur Ces deux loiictions seront egales le long 
de la ligne 

En cffet, L) est contmii par rapport 3 Xnf qui, surla ligne 
sent des fonctious continues de i. Don<f, le hm:? dc 
celte ligne, L ' e-'t une fouetjon contmiie de r. II en est de 
menie pour L,' ctj par suite, pour j — U, | 

La quantue / lanant de o a i, paicouii un domaine d'lm 
^eul tenant Done [ I j-- L^j jouit de la meme propnete. Or 
U', U" sont, en ebaqae poml 3, des racmes de Tequation 
3 ) = 0 On a done, ou . L''— IJ'j = o si ces racmes sont 
ideiitiques ou !Df —si eiles sont diff^rentes, 

Ce dernier cas ne pent sc presenler, car, |U"— U'[ dtant 
n«l au point To el ne pouva/it prendre les valeurs mterme- 
diaiies entre o ot v, Pensemble de ses valeurs ne seiait pas 
d’un seal tenant. 

Cela pose, coiisideroiis une fonction U| egale k U' dans 
I’inleneur de 3*' et sur sa frontiere, a U'' dans Tint^rieur de 
et bur sa frontiere. Cette fonction sera ^videmraent con¬ 
tinue dans Pintm'ieur de 

En faisant successivement f = i, n, on aura les n fonc¬ 
tions demandees. 
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On peut, au nif)yea de ce leinnie, ramener la demonsUanon 
du thdor^me au ca^ ou le coatour ^ est contenu en enliei 
danb un cercie'de rayon < s decnt autour d’un de ses points 
comme centre, e etanl tme quantite que nous pourrons choisir 
ausbj petite qae xioas voudrons 

On peut, en effet* au moyon de diagonales, decomposer 
Tintdrseurde (fen une suite Je triangles T|, T^, . ayanl 

chaciUi un cole comniun a\ec le suivant Si le theorcmc est 
\r,u pour chaque triangle, il le sera pour le quadnlatere forme 
par T* et puis pour le pentagone forme parT,, Tg, T,, el 

ainsi de suite, 

Considerons done un de ces triangles T. On peutle decom¬ 
poser par une s^iie de paraileles ala base, distantes les unes 

des aulres de moms de en une sdrie de tranches; ilsiiffira 

4’etabHr le theor^me pour <^hacune d’elles, 

Subdlvisotts enfin la tranche consid^r^e par des perpendi- 

eulaires k la base, distantes de moins de on la partagera 

ainsi en^l^ments, dont chacun sera un carr(5 dec 6 t^-ou une 

2 

partie d’un semblable carre; et il suffirad’^tablirla propri^t^ 
pour chacun de ces elements et, a forttori, de Fetablir pour 
un cercle de rayon e ayant son centre en un point de cet iU- 
ment, car Feldment tout entier lui sera inldrfeur. 

222. Or on sail, par la ddmonstralion que nous avons 
donn^e pour Fexistence des fonctions impheites (193), que, 
pour tout point du domaine ® et pour toute racine wf de 
Fdquation/(zi, ^ 0 ) = o, on peut determiner unnombre tel 
que, dans un cercle de rayon d^crit autour de Zq comme 
centre, il existe une fonction U,,de la variable compiexe r, 
satisfaisant k Fdquation/( u, z) = o et se r^duisant a pour 
z 2=2 ^ 0 . 

On ponrra done d 6 termxner une quantity p telle que, dans 
un cercle K de rayon p dderit de comme centre, il existe 
n fonctions U,, ..., de la variable complexe z, satisfai- 
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sant a Teqaation /{n, 5) = o II suffira pour cela de prendre 
p egal k la plus petite Jes n quantiles pi, ..., pn« 

II est clair que, si cette propriete appartient4 un cercleK, 
elle appartiendra a fortiori a tout domaine conlenu dans ce 
cercle. 

Si done il existe un point tel que cette propri^td ap- 
partienne a tout cercle d^crit de ce point comme centre, quel 
que sou son rayon, on n’aura qu’a prendre ce rayon assez; 
grand pour en conclure que cette propri^td appartient au 
domaine E, ce qu'il s’agit de demontrer. 

Dans le cas contraire, les rayons des cercles decritsautour 
de 5o et jouissant de la propriete demand^e admeltront un 
maximum r fin* mais different de zero. Auctm cercle de 
rayon >r ne jouira de la propriety demand^e; mais tout 
cercle de rayon r — \ en jouira, quelque petit que soit X. 

A cheque point zrsz w iy de E correspond ainsi un 
nombre r unique et determine, lequei sera une fonction de 

Cette* fonction est continue. Soient, en effet, r et r' ses 
valeurs pour deux points voisms z el z + k. Decrivons de 
j 5 -h A comme centre un cercle de rayon r — X — | A |. Ce 
cercle sera contenu dans le cercle de rayon r —X decrit au- 
lour de z. On pourra done y determiner les n fonctions 
U|, ., .5 U;j; done son rayon ne pourra surpasser r', et Ton 
aura 

et, en faisant tendre X vers z 6 ro, 

r'-r~lA!. 

On trouvera de m^me 

rsr^-\h\. 

Done j/*'— rI sera A j et tendra vers z^ro avec A. 

La fonction r ^tant continue, toujours positive, admet 
dans E un minimum e qu’elie atteint, et qui sera n^cessaire- 
ment > o. La determination des fonctions U|, ., 11 ,^ pourra 
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done se faire dans lout cercle de rajon <; e, quel que sou 
le point de E qui sert de centre; ce que nous voulions d^- 
montrer. 

On voit, en outre, par cette analyse, que les fonctions 
U|, U /4 sont des fonctions synectxques de z et que leur 

d^nv^e en chaque point est donnee par la formule 

d/{V,,z) 

dz 

dU, 

223, L’une quelconque des n fonctions dont Fe\is- 
tence vient d’etre ^tablie est entierement definie dans E par 
la connaissance de sa valeur initiale u^, Proposons-nous de 
calculer la valeur qu’elle prend en un autre point de E. 
Nous sa\ons deja que est une des n racmes de Tequation 
(J) == o; mais il nous faut assigner un caractere qui per- 
mette de la distinguer des autres. 

A cet effet. tra^ons dans E une hgne rectifiable quel¬ 
conque L joignant les points et soit t la longueur de 

cette hgne. En integrant la deriv^e^^le long de cette hgne, 
on aura (202) 



est au plus %al a tJi, on en deduit 

Si ^ cette indgaht^ suffira pour distinguer la ra^ 

cine des autres racines de /(«5 = o. Gar soit pa une de 

celles-ci, on aura 

et par suite 


et, comme 


dV, 

dz 


dz 


11**— «? I >1 Vk— Vi 1 — 1 I > 
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5i on parfagera L par des points do division ui« 

termMiaires . en arcs dont cbacun soil < ct 

t on calcuiera successivement les ^alenrs qtie prend U/ on 
chacun des points C 

22t. Soil maintenant 

ime ligne continue queiconque L ne passant par auciin point 
critique^ et soJent Sy = -To 4- = s extremit^s 

de cette ligne, ei t les \aleurs i*orrespondantes de t. On 
pourra d^ternnner pour rhaque valeur de Tindice et d'xme 
seuie maniere, unc fonctioii continue Ux de la variable sa- 
tisfaisanl tout le lung da L a liquation 

oz=:f(a, ^) =:/[«, 
el se rdduisant a pour 

En efiet, suppoaons d^abord qiie L soil rontenu cn entuT 
dans le domaine E fornid par les points non ext^Sneurs a un 
contour C fernie, continu, sans point multiple laissant A son 
extcrieur tons le^ points critiques. On pent determiner dans 
ce doniainej coinme on Ta mi, une fonciion continue par 
rapport a a?, y. salisfaisanl a inequation /(.7, z) = o et se r<5- 
duisant A pour s =: i?#* Le lon^ de k Jigne r, y> son! 
les fonctions continue^ dc t, Les valeur*? «;ucce«sives de Li 
le long de celte Iigne fourniront done ime fonction iCi de la 
variable t satisfaisant A P^noned. 

Cette fonction est unique. En effel, s'Jl exislait ime autre 
fonction 9 1 de Bilme nature, \ui—9t\ sera it une fonction 
continue de Les valeurs de t comprises entre fo et t for-- 
xnant un ensemble d^m seul tenant, iJ en est de mdine des 
vialeurs correspondantes dc {xr, — {. D’ailleurs, //; et etant 
des racmes de Fdquation /(«, ^) = o, |— \h | sera nul on J v 
l^uivant que Ces racines seront idenliques ou non (219). 
Enfin, cette expression est nulle pour a =: ; done elle 



YARUELES COKPLLXES, 


226 


devra i’etre tout Je long de L, pour que rensembie de ses 
valeurs soit d’un seul tenant. 

RemarquOns d’ailleurs qne !a valeur finale de «iau point 
ne sera autre chose i{ve la valeur que prend en ce point la 
fonction Ui Cette valeur finale resterait done la m^me si Ton 
remplagait la ligne L par toute aulre Iigne continue L'ayaut 
les ni^mes extr^mites, et egalement contenue dans E, 

Siipposons aa contraire qu’il n’existe aucun contour de 
I’espfece C dans Finteneur duqoei la ligne L scit conteuue 
tout entiere On pouira tout au moins decomposer celte 
iigne en arc^ partiels dont chacun soil renferm^ dans iin 
seniblablc contour. 

Soient en eifFet deux des valeurs de i; z^les \a- 
ieurs coirespondantes de g . On S2ii qu’on peut, quelle que 
soil la quantite e, determiner une autre quantity S telle que 
Fon ait toujoiirs 

\z^^z*\<ty si \e--t^\<5. 

Prenons pour € unc quantity moindre que la plus courte 
distance de L au point critique le plus \oisin. Si nous sub- 
divisans Fmtervalle des points mtercalaires 

en intervalles io^ir hh+ij **. d^^tendue < 0 , tousles 
points de Fare psiJ* exemple, Muront des distances 

miituyies < c. Ils seront done contenus en entier dans un 
cercle Ga de rayon £ decrit autour de Fun d’eu^:, lequel cercle 
laissera «on exl^ricur tons les points critiques. 

Cela pose, il existe le long de l^arc une fonction con¬ 
tinue de t satisfaisant a/(«, 5 ) =: o et prenant pour^ = la 
valeur initiale ; on pouiTa determiner valeur finale 
pour t = ti. 11 existe de m^me le long de li une fonction 
analogue ayant pour t — k valeur mitiale ; et Fon 
poiirra determiner sa valeur finale pour /j. Conti¬ 
nuant ainsi et reunissant ces functions successivement obte- 
nues, on constituera une fonction Ui ddfinie tout le long 
de L; sa valeur finale Ci sera une racine d4lenninte de 
F^quation f{uy Q = o* 
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On voit par celte analyse que, lorsqae z decnt la ligne L, 
les racmes de Tequation/(«, z)=o vanent chacune d’une 
nianiere continue, et passcnt des valeurs initiales w®, *..) 
aux valeurs finales 

11 est clair que si decri\ait L en sens contraire, de a 
ces lacmes repasseraient chacune par la xneme serie de 
\aleurs et leviendraient respectivement de a 

225. Supposons que 5, au lieu de decrire la ligne L, 

suive une autre ligne L', joignant ^galement Zq Les ra- 
cines de Liquation /(«/, z) = o, variant d'une mani^re con¬ 
tinue, passeront des valeurs imtiales u'l, . , ades valeurs 
finales Ces nouvelles valeurs seront, comme <^ 4 , .. , 

les racmes de Tequation/(w, Q = o Elies seronl done 
idenliques 4 ces dernieres, d Coidre prh* Si cet ordre est 
le m^me, nous dirons que les deux chemins L et L' sont 
equivalents; raais on conceit que cet ordre puisse au con- 
tiaire Stre change, et nous verrons plus tard qu'en prenanl 
pour valeur imtiale une racine donnec u^^ de /(w, :?()) = o, 
et clioisissanl convenabJeiuenl la ligne L', on peut ob~ 
temr comme valeur finale Tune quelconque des racmes de 
/{u,t) = o. 

226. On peut, comme on va le voir, rdduire un chemm 
quelconque allanl de Cg a ^ a un chemin type qui lui soil 
Equivalent 

DEsignons par L un chemin fixe choisi a volontE de z^ 
d s, par le mErae chemin decnt en sens contraire de 
k Zq, un autre chemm quelconque allant de -Sq a ^ sera 
Equivalent au chemin L'L~^ L. 

En effet, lorsque z parcourt L', «, passera de la valeur ini- 
tiale «® a une valeur finale c; lorsque z parcourt ensuite 
Ut passera de la valeur v 4 une \aleur ; il repassera de 
a V lorsque z parcourra L. La valeur finale sera done la mEme 
que SI Ton s’etait borne a faire le premier trajet L'. 
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Or L'L""* est un contour ferm^ raitienant :s a sa valeur im- 
tiale ^8. 

Done tout chemin trace de equioaut d un contour 

fermi L'L”* = C suipi da chemin L. 11 ne nous reste done 
qu’a ^tudier la reduction des contours ferm^s. 

227. A cet effet, tragons, a partir de chacun des points 
critiques a, ai, ..une iigne contmue, sans points multi¬ 
ples, s’^lendant jusqu’a FinBni. Nous donnerons a ees lignes 

••• ^oLom de coupures. Nous les supposons menees 
de mani^re k ne pas se rencontrer; a cela pr^s, leur trace 
est arbitraire. 

II est permis d’admeltre que le contour C k eludier ne 
rencontre ces coiipures qu’en un nombre limits de points. 
En effet, on peut^ si cela est utile, choisir pour coupures 
des Hgnes droites. D’autre part, si nous decomposons, 
uomme au n° 224, la ligne C en arcs .. 

assez petits pour que chacun d’eux, tel que ZkZjc^, soil con- 
tenu dans un cercle Ca ne contenant aucun point critique, 
les valeurs de aux points successifs z^, Zi, ... et enfin sa 
valeur finale seront ^videmment les m^mes, qu’on suive la 
courbe C ou le poljgone inscrit V = ZoZt.... Ce contour 
polygonal est done Equivalent & C et peut lui 4tre suOstituE 
au besoin. Or ce nouveau contour ne peut rencontrer les 
coupures qu’en un nombre limitE de points. 

228. Cela posE, si C ne traverse aucune coupure, on 
pourra {Jig* 4) Tenvelopper par un contour fermE 6 sans 
point multiple dont la distance a G soit par tout moindre que 
Celle de C & la coupure la plus voisine, et ce contour © 
ne contiendra Evidemment aucun point critique Soif la 
fonction de z dEterminEe dans © par TEqua^tbn A", «) = o. 
et ia valeur initiale uf p6ur zzszZq; Ui etant Egal tout le 
long de C a Ut, qui n*a qu’une valeur en chaque point de 
I’intErieur de ©, reviendra a sa valeur initiale en mEme 
temps que^:!;. Le conipur C est done Equivalent a zEro. 

J. I. 


8 
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Si C traverse m fois les coupures, il equivauta m contours 
successxfs, donl chacun les traverse line fois seulement. En 


Fig 4 



effet, soient p {fig> 5) le premier point d’mtersection qu’on 
rencontre en suivant le contour G; p’ le second; q un point 

Fig 5. 



de C intermediaire entre p etJoignons par une ligne 
qui ne traverse aucune coupure. Le contour 

C = Zopqp’Zf^ 

equivaut ^videmment au suivant, 

Zf^pq qz^q qp^ 

lequel se compose , 

I® Du contour ferm6 = z^pq qui ne traverse les cou- 
pures qu’au seul point/?; 
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2 ® Du contour ferine Li' = z^gp'z^, tjui ne les traverse 
que m— i fois. 

Si OT > 2 , on appliquera a G' une decomposition ana¬ 
logue et I’on arrivera enfin a montrer que C est equivalent a 
Cj C 2 ... C/», les contours Ci, ...» Cm ne traversant chacun 
les coupures qu’en un seul point. 

829. Consideions un de ces derniers contours Gi, traver¬ 
sant en un point p la coupure correspondent au point 
critique a. Tragons autour du point a un cercle d’un rayon 
arbitraire assez petit pour laisser a sou exterieur tous les 
autres points criuques 

Joignons ce cercle au point z^ par une ligne determmee qz^ 

Fig b 



qui ne traverse aucune coupure, mais qui peut etre choisie, 
d’ailleurs, arbitrairement. 

Supposons le contour C| ddcrit dans le sens de la fleche. 
La poition de ce contour est dvidemment equivalente 
A z^qnmp\ car on peut envelopper le systeme de ces deux 
lignes par un contour ne contenant aucun point critique. 
Par la mdme raison, p Sz^ est dquivalent kpm IgZf,. Done, le 
contour total C| dquivaut au contour z^qnmpmlqzQ ou, en 
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supprimant dans ce dernier la ligne Tnp^ decrite deuxfois de 
suite en sens contraire, au contour ZQqnmlq 

Ce dernier contour, form^ de la ligne z^q^ du cercle qnmlq 
et dela ligne de retour qz^, est entiirement determine. Nous 
I’appellerons le contour clcmcntciirc (ou le Ictcct) corres- 
pondant au point critique a. 

Si le contour ^tait decrit dans un sens contraire a celui 
<jue nous avons suppose, il serait equivalent au meine lacet^ 
decrit en sens inverse. 

Nous avons done ce theoreme : 

Soit L line ligne determinee joignant A soient 
autre part T, ... les lacets correspondant aux di^ 
vers points critiques a, ai, ..., ces lacets etant decritsdans 
le sens direct^ c'est-A-dire de manihre que dans le mou~ 
vement on laisse A sa gauche Vinterieur du petit cerclc ; 
r“% ... les mimes lacets, deer its dans le sens retro^ 

grade. Tout chemin U, joignant Zq A sera iquivalent 
A une combinaison des lacets F, r<,F""*, F^S •• • Suivie 
du: chemin L. 

230 Lorsque .^5 partant de la valeur initiale parcourt 
un lacet F (ou-tout autre contour ^quivalent)^ la function ee,, 
qui correspond k la valeur imtiale u% prendra une suite de 
valeurs que nous pouvons calculer de proche en proche; 
nous trouverons comme valeur finale une quantite qui 
sera, comme la valeur initiale une racine de F^quation 
f(^u, Zq) = o. En faisant un calcul analogue pour chacune 
des racines prise comme valeur initiale, on retrouvera, 
comme valeurs finale^, la mime sirie de quantitds, dans le 
m^me ordre ou dans un ordre different. 

Le to^me contour, decrit dansle sens retrograde, conduira 
r^ciproquement de la valeur initiale u\ a la valeur finale 
Supposons qu'on ait lait tous les calculs necessaires pour 
^tablir la (jorrespondance entre les valeurs initiales et les va¬ 
leurs finales des Ui pour chaque valeur de i et pour cbacun 
des lacetsF, Fi, .. 
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Supposon^ qn’on ait tail ^galement les calculs necessaires 
pour determiner la valeur finale t?, que chaque fonclion Ui 
prend au point 2^ lorsque z parcourl la ligne L. 

On pourra des lors, sans nouveau calcul, determiner la va¬ 
leur finale de lorsqu’on se rend de a ^ suivant une 
ligne quelconque U. En effel, on voit immediatement, k la 
seule inspection de la figure, quelle est la combinaison de 
lacets qm, suivie du chemin L, equivaut k 

Supposons, par exemple, que L' soil equivalent k FFiL. 

On sail, par les calculs precedents, que, lorsque z parcourt 
F, la fonction a etudier passe de la valeur initiale w® k unc 
valeur finale connue On sail de meme que, lorsque z par- 
court ensuite F^, la fonction definie par la valeur initiale mJ 
acquiertu^e valeur finale connue Enfiu, lorsque z par- 
courra L, la fonction passera de la valeur initiale u® a la va¬ 
leur finale 

231. Designons par £ Fensemble de tous les points du 
plan a Fexciusion des coupures. Soient z^ un point fixe et 
2^ un autre point quelconque, tous deux situ^s dans ce do- 
mame. Lorsque z se rend de Zq k^ sans sortir de ce domaine, 
celle des racines de F^quation /(tt, «) = o, dont la valeur 
initiale ^tait ii®, prendra en ^ one valeur finale racine de 
F^quation /{u^ Q = o, et ind^peodante du chemin suivi par z. 
II r^sulte d’ailleurs de Fanaljse pr<^cidente que est une 
fonction synectique de ^ On veil done qu’il existe, dans le 
domaine E, n fonctions synectiques U{, . •U/i de satis- 
faisant a Fequation f(u^ 5 ) = o et caract^ris^es cbacune par 
la valeur qu’elle nreud pour z = z^. 

Mais ces fonctions, nettement s^par^es dans le domaine £, 
cessent de F^tre si z devient libre de traverser les coupuies 
(sans toutefois passer par les points critiques). Supposons, 
en effet, qu’en d^crivant le contour dl^mentaire correspon- 
dant k la coupure a^, par exemple, u passe de la valeur 
initiale tt® a la valeur finale wj. Si z se rend de ^0 & C 
un chemin qui traverse la coupure a§, u passera de la 
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valeur inlliale ii\ a une valeur finale qui ne sera plus 
mais 

Si done z n’est ast. ^etti dans sa variation a aucune restric¬ 
tion (sauf celle de ne pas passer par les points critiques), 
nous devrons consid^rer les fonctions Ui, U„ comrae 
appartenant a un m4me sysleme analytique, que nous ap- 
pellerons la fonciion algebrique u definie par Tequation 
/(«, ij) = o; a cliaque valeur de z correspondront n valeurs 
difF6rentes de 

Nous dirons que Ui, •.., 0/t sent les branches on les de^ 
terminations de cette fonction dans le domaine de E. 

Cette repartition des valeurs de la fonction algebrique u 
sur des branches distinctes U^, Ujj synectiques dans le 
domame E a Pavantage de permettre Tapplication des th^o* 
remes ^labhs precedemment pour les fonctions synectiques. 
Mais cette distinction est artificielle; car elle depend du trac^ 
des coupures, qui est arbitraire. 


V — Transcendantes 616inentaires. 


232. Les ti’anscendantes les plus simples sent celles auY- 
quelles on se trouve conduit en cherchant k integrer les frac¬ 
tions rationnelles. 

Une semblabie fraction est une somme de temes entiers 

tels que A 5”* et de fractions simples telles que ^—^*r- 

^ ^ ( 5 —etV* 

Or ks’"^ est la d^rivde de ^ . La fornae gdn^rale de ses 
mt^grales sera done 

-- 4-const. 

G^est un poJynoine entier. 

• D autre pai*t^ si /i > i, est evidemment la ddrivde 


de 


A 


{z — ay 




et la forme gdn^rale de ses intdgrales 
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Sera 


A 

(i — /i) (« — a)"“^ 


4- const, 


expression rationnelle. 

II reste a trouver les fonctions primitives des fractions 
A 

simples de la forme-- 

r z — a 


233. Logarithme. — Supposons quW ait troiive une 
fonction primitive /(s) de la foncUoa^* Les fonctions pri- 
A 

ixiitives de-seront evidemment 

z — a 

k.f{z — a) H-const. 

On n’a done qu’a chercher une fonction f{z) ayant pour 
derivee ^ et satisfaisant par suite a i’^quation 



La fonction ^ ^tant synectique dans tout le plan^ k I’excep- 

tion dll point critique ^ = o, nous sayons d’avance (202) que, 
dans Fint^neur de tout contour ferm^ C qui n’enveloppe pas 
ce point, on pourra determiner des fonctions synectiques / 
satisfaisant k cette equation. 

Pour obtenir Fexpression de ces fonctions, designons par p 
le module de par y Tun de ses arguments, de telle sortc 
qu’on ait 

^ = p(cos<p4~isiii<p). 

Changeant p et (p en p + rfp, © 4- , il viendra 

rfs = «fp(cos(p 4- isin<p) 4- (—sin(p-+- fcoscp), 

d’oi 

df^ — = 4- f Logp 4- I d<f 

z p 


et par suite 


/= Logp 4 -«9 4“ const. 
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Supposons la constante aulie; nous aurons 

(i) / = LogpH-/(p. 

La quantity z a une m6ait^ d’arguraents; designant I’un 
d^eux, leur fomule g^n^rale sera 

<p =r 9' •+- 2 Arit, 

k ^taat un enlier positif on n<5gatif. 

L*expression Logp + zy, trouv^e ci-dessns, admet done 
pour chaque valeur de z une infinite de valeurs 

Logp4- aArTt). 

On Ics nomme les logarithmes de z. et on les reprdsente 
par iog^. 

En donnant successivement a y les diverses valeurs dont il 
esl susceptible^ on obiiendra une infimtd de fonctions dis- 
tine les 

/«=:Logp-i-l9, 


Logp 

dont chacuue sera synectique k Fintdrieor de C. 

Gela pose, par le point critique ^ = o, tra^ons une cou- 
pure arbitraire (par exempie, une demi-droite faisant un 
angle donnd X avec Paxe des et considerons le domaine 
formd par lous les points du plan, k Fexclusion de cette 
coupure. 

Soil z un point de ce domaine, et prenons pour o'celui de 
ses arguments qui est compris entre X et X — ait. II est clair 
que p et sont enlierement ddterminds en ebaque point x. 

Chacune des fonctions /jg a done une valeur unique et 
ddterminde pour chaque valeur de z; elle a d’ailleurs pour 

ddrivde 7? qui est continue j elle est done synectique. 

Mais il en esl autrement si Ton cesse d^astreindre z kne 
pas traverser la coupure. Supposons, en elBfet, que z ddcrive 
dans le sens direct un contour fermd sans point multiple 
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entourant le pomt critique js = o. Lorsqu’il reviendra a sa 
valear imliale son argument se sera accru de 2 tc et, an 
iieu de la valeur initiaie 

/fe=zLogpo“h 

on aura comme valeur finale 

Logpo“+- 0^]* 

Done/ft, • • • considdrdes dans toutlc plan (a Texclu- 

sion du pomt critique ^ = o) ne sent pas des fonclions dis- 
linctes, mals des branches d’une inline fonction, qu’an repre¬ 
sente par log^. 

Ces branches se permutent circulairement par une rotation 
autoiir du point a = o. 

234. Soient 

5 sr p (cos ^ - 4 - / sin <p ), = p, (cos 9 , -h £ sin ), 


log5 = Logp -f- /©, log^i =r Logp, - 4 - iVi, 

On en d^duit 

Iog5 -H logxJt = Logp -4- Logpj 4- i(f -H 9 i)=Logppi -h i(<? -4- ©i)* 

Or ppi esl le module, et o + fi Fun des arguments de zzi 
Done le second membre de cettc Equation est Fun des loga- 
rithmes de zZf. Les autres ne difierent de ceIui-14 que de 
multiples entiers de 2 m\ On aura done 

( 2 ) logJ£.-t- logS,=:log^5i-4- 


A* dependant du logarithme choisi. 


238. Exponentielle. — Nous d&ignerons par e* la fonc- 
lion inverse de log js, d^finie par P^quation 

logtt = 5. 

Soil = + n = p(cosy-H«sin<p) On aura, pour 
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determiner p et <©, les Equations 

Logp=:a?, / = ?• 

La premifere equation donne p = de&ignant la fonc- 
tion de X inverse de Loga?, et defiinie au 116. On aura^ 
par suite, 

(3) «=z:e*(cos/-h /sioj). 

Celle fonction est synectique dans tout le plan Elle prend 
toutes les valeurs possibles, z^ro excepte. Quand x tend 
vers — 00 , elle tend verso Quand x tend vers +ao, elle 
tend vers co, mais de telle sorte que son argument y reste 
md^termme. Enfm, si x restanl fim y tend vers oo, elle ne 
tend necessairement vers auciine limile d^teimmee. 

Elle a d'ailleurs pour derivee 

done 

(4) = 

Soient 

z = x^ ly, = ; 

on aura 

(5) [cos(/ -+• ) 4- ^ sin(/ -h/i)] == 

Remarquons enfin qu’on a 

=:cos7c -hesinTC =--i, 
e**^=:cosz7r 4“« sin27r = i, 

Done ne change pas quand on accroit z d’un multiple 
de , on enonce cette propri^td en disant que la fonction 
est periodique et que sa penode est 

236. PuissAKCBs. — Nous defimrons Pexpression z'”, >5 et 
m designant deux nombres complexes quelconques, dont le 


( 6 ) 

K7) 
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premier n’est pas nul, par I’equation 

gmlogz^ 

Soient ;n = a H- ^4, z = p(co$<p + i sm^); il viendra 

(Logp-h/((p+Sitit)l 

— ga Logp-Pv<}H-2^)-i-/fP Logp+.a{^lA7;)i ^ 

Le module M et Pargument de seront done donnes 
par les foi mules 

(8) M = p-P(f+sArir)^ 

( 9 ) ® = (3Logp -4-'a(9 H- 2 A 7 :) -h aA-'TT. 

Si ^ n’est pas nul, a chaque valeur de /r correspondra une 
valeur differente de M, et aura une infinite de valeurs 
distmotes. 

Si p = o, M n’a plus qu’une seule valeur; toutefois, si x 
est irrationnel, aux diverses valeurs de A* correspondront au- 
lanl de valeurs de ne diffl^rant pas les unes des aulres de 
multiples de 27 :, et fournissant par suite autant de valeurs 
distinctes pour 5 ^' 

Si, au conlraire, cc est un nombre rationnel deux va- 

Q 

leurs de k qui different de multiples de q donneront la m^me 
valeur pour Cette expression n’aura done que q valeurs 
distincte&, correspondant a A* = o, i, ,.^ — j. 

Dans ce cas, Fexpression z^z=z u sera raome de ['Equation 
algebnque 

U^'z:-ZP\ 

car, en ^levant les deux membres de Tequation 


a la puissance Jl viendra 

Or, si p est positif, fe second membre de cette equation est 
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le produit de p facteurs egaux k on k z; si p est un 
nombte n^gatif — /?', ce sera le produit de />' facteurs ^gaux 

z 

Lorsque m est r4el et z posillf, Tun des logarithmes de s, 
Log 2 j est r^el, et Tune des valeurs de js'", ^mhogs^ r4elle. 


237. On a, p ^tant le module et f I’un des arguments de z, 
Jogs = Logp 4-1® -4- 

et, par suite, 

Oo) ~ ^mk%i (Logp 4 *i^} 

i” Soil z' une autre quantity ayant le module p' et un ar¬ 
gument o'; on aura de m^me 

{ ZZ^y^'ZX ^*'«A^«/^wiLogpp/-4-I(9-h903 • 

d’o6 

(ii) s'"V"‘ = (s5')'"e*'“*"^ 

R itant un entier, ^gal kk-^k — k” 

2® On aura, d’autre part, 

(Logp-f><f). 

d’oi 

3® Enfin aura, pour Fun de ses logarithmes. 

2 m/titi-h m{l40§p 4- /f). 

Done 

(^m ^tmffctrct ^tmnttirRi-hmmf (Log^ 

D’ailleurs, 

^mmfO (»gp>ht9} 

Done, enfin, 

(l3) (^gmyni — gmm'glU 
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238. Supposons s variable; I’expresslon 

u = - 2 "*= gmlotz 

sera une fouction de fonction de z qu’il est ais^ d'eludier. 

Tra^ons, a partir de I’ongme des coordonnees, une cou- 
pure rectiligne, faisant I’angle X avec I’axe des x. Dans tout 
le resie du plan, les diverses valeurs de log^ peuvent ^tre 
r^parties en branches synectiques * etant determine sans 
ambiguity en fonction de log^, jouira de la m^me propri^t4. 
Si Ton adopte, pour o, celui des arguments de z qui est 
>X, mais < 2 ^ 1 ;-hX, ces diverses branches correspondront 
aux diverses valeurs qu^on pent donner a I’entier k dans 
la formule ( 10 ). 

II est ais^ de voir comment ces diverses branches se per- 
mutent entre elles lorsque z decnl un contour ferm^ entou- 
rant le point critique 0 . Supposant ce contour suivi dans le 
sens direct, le module de z reviendra a sa valeur initiale; 
mais son argument se sera accru de 27 r. On aura done pass^ 
de la valeur initiate 

a la valeur iinale 

239. La d^riv^e de z^ se trouvera en derivani Tequatiou 
qui deQnit cette fonction. On trouve ainsi 

z 

Mais 



done 


Cette expression pent s’^enre 

i4) 
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a la condition d’adopler, pour le calcul de -s”* la m^me 
\aleur de log 5 que pour celui de 

240 . Cherchons enfm si tend vers une limite lorsque z 
lend vers z^ro ou vers 00 

Posons 

~ p(cos<p-+-1 sinq)), m = 

le module M et Targument ^ de z'^ seront donnds par les 
formules (8) et (9). 

Si ^ n’est pas nul, il esl clair que, de queique mam^re que 
p vane, on peul faire varier simultan^ment f de telle sorte 
que M prenne une suite de valeurs entierement arbitraire; 
done 5'" ne tendra vers aucune limile d^terminee. 

Supposons, au contraire, que p soit nul, ou que (p soil 
astreint a 1 ester coinpris entre deux nombres fixes. 

Soil d’abord a>o. Si 5 (et, par suite, p) lend vers z^ro, 
Logp tendra vers —(X, M (et, par suite, vers z^ro. Si z 
tend vers 00, Logp et M lendroni vers 4 ~oo; z"* tendra done 
vers », mais sans que son argument tende n^cessairement 
vers une limite. 

Si a<^ o, le contraire aura lieu. Lorsque z tendra vers o, 
z^ tendra \ers 00, sans que son argument tende necessaire* 
meat \ers une limite; mais, si z tend vers 00, z'^ tendra vers 
z^ro. 

Enfin, si a est nul ainsi que on aura constamment 
M=:j, 4 ^=z 2 inj d’oii 

241 , Fowctions trigowom^triques. — Si, dans I’dqua- 
tion ( 3 ), qui ddfinit e*, nous posons x = o, il viendra 

cosj'-h /sin^, 
et, en changeant le signe de 
{16) 


e ^y=cosj^ — ^*sinJ 



On en dMuit 
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( 17 ) 


cosy: 


4- er^y 




e^y _ e-iy 

21 


Ces formules, etablies dans le cas ou y est reel, pourront 
servir de definition a cosj/ et sinj^, lorsque cette variable est 
complexe. 

Quant a tangy et cot elles continuent a etre definies 
par les formules 


(18) 


^ sin;K 

tan^r =-^ 

cosy 


1 

cot r 


Ces fonctions n’ont qa’une seule valeur pour chaqiie va¬ 
lour de la variable. Les deux premieres seront svnectiqiies 
ddns tout le plan, mais tangy ei cotj deviendiont reaperti- 
veuient mfinies pour les valeurs de y qui annulent cosy ou 
smy. 

Toutes les formules de la Trigonometric subsistent pour 
les valeurs complexes de la variable, car elles se d^duisent 
des suivantes 


sin(o) = o, cos(o) = I, 


Sin - zz: I . 

2 ’ 


TT 

cos - zz O', 
2 


sin (—a) zz—sina, cos (—( 2 ) = cos a, 

sin(a -hi) — sina cos6 4 - cosa sin6, 
cos(a 4-i>) = co$a cosi^ •— sin a sin 


dont on pent verifier immediatement rexactilude en substi- 
tuant aux lignes trigonom^triques leurs expressions en ex- 
ponentielles. 

On v^rifie de m4me les formules 


(sin«)'= cos^, (cos«)'z=— sin-s, 


d’oii 


(tangsyzz^^, (cotz)': 


sia^z 
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242. On a, d’aprfes les formales d’addition, 

sin(^-h = sin j?coszy^-cosdf sin// 

^ .e-y-^er . ey—err 

zzi SIDJ?-htCOS^- 5 

% 2 

cos(a: 4“ iy ) = cosar cos iy —r sin a? sin ly 

e-y^er . . ^y^ery 

cosar- i sina?-- 

2 2 

Ces expressions ne peuvent s’annuler que si iet^r partie 
r^elle etleur partie imaginaire s’annutent s^par^mettt. D’ail- 

leurs--est loujours positif et different de ^ero; en 

outre, sina? et cosar ne peuvent s’annuler a ia fois; done 
sm(a? 4- iy) ne s’annule que si Ton a 


sin x:=zo. 


ey-^er^ 


X = /rtr, / = o, 

et jcos(a7 4- ly) ne s’annulera que si Ton a 


cosa?=r o. 




ar = (AH-i)ir, / —0. 


c * j 4- e^y 

Si / tend vers oo, -tendra vers 4- oo, et- 

2 ^ 

vers 4- (X> ou vers — oo, suivant que/sera positif ou n^gatif 

Done sin(a7 4- ty) etcos(a? 4- iy) tendront vers oo; mais leu 

argument depend de x et ne tendra pas n^cessairement ver 

une bmite. 

Si / restant fini, x tend vers oo, sin (a? 4- iy) et cos(a? 4r- iy 
resteront, aucontraire, finis, sans tendre n^cessairement ver 
une hmite. 

243. Tout prodmt de sinus et de cosinus peut 4tre trans- 
forint en une somme de sinus et cosinus. II suffit, pour cela 
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a 4 » 

de remplacer les sinus et cosinu'^ par leur valeuren exponen* 
tielles, d’effectuer les multiplications et de revenir ensuite 
aux Hgnes trigonom^lriques. 

Proposons-nous, par exemple, d’exprimer sin'**^ en fonc- 
tion des sinus et des cosinus dez et de ses multiples (m etant 
suppose entier). On aura 

(2i)'" sin'”5 — 

2 ’ ** 


Associons ensemble les termes a ^gale distance des ex¬ 
tremes ; il viendra : 

Si m est impair, 

(2f)'" sin'"5 

= 2z —/nsin(i»— 2 )-s 4 - —^ sin(jn-^4)^— 


si m est pair, 

(at)"* sin'"J5= 2C08m4; — 2 nicos{m — 2 )s 
m(m — i) , 

^2 —^-^cos(m — 4)^*^.** 


f X • 2« * • fd% 

(—I)*- 


(—■?)■ 

On aura, de m^me, 

2'^cos'’^-s = * • 


et, en associant les termes deux k deux, 

2'»^cos"*s = ucosm^4-2mcos(m — 


Cette serie se terminera, si m est impair, par un terme en 


co^z; si m est pair, par an terme constint 


1 , 2 .. ,m 



Mi. On pent reciproquement exprimer cosm-set sin m-5 
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en fonctioa de smz et de cos5. On a, en effet, 

cQBmz -4- / sinms = (e*®V" = (cos^ -h i sinzy\ 


d’oii, en d^\eloppant pai la formiile du binome et ^galan* 
sepan^ment les parties reelies et les parties imagmaires, 

m(m — i) , 

cos ms ^ cos"'z-sin*^ 

2 


/72(/n — i)(/n — 2)(m —3) 

i 2 3.4 


Sin^;5 4-.. 


sin/n:; = m cos" 


— —2) 




Remplacant dans ces formules sin^:; par i — cos-:;, ou re- 
ciproquement, on \ojt: 

I® Que cosmz s’expnme par un polynome de degre m 
en cos a, 

2 ® Que sinms est iin polynome de degre m en sinz si m 
est impair; que, si m est pair, siiim:? sera egal au pioduit 
de COS3par ua polynome de degre m — i en sins. 


245. Soil m un entier impair quelconque; on aura, coinine 
nous venons de le voir, 

sinms •= /(sins), 

f designant un polynome de degre m. II est aise de mettre 
ce poljnome sous forme d’un produit de facteurs 

En effet, smmz s’annule pour les m valeurs suivantes de 



auxquelles correspondent autant de valeurs distmctes pour 
siiiJ. 


On aura done 



A deSignant un facteur iiumenque. 
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Pour le determiner, donnons a 5 une valeur infmiment pe¬ 
tite. Le premier meinbre de I'equation prec^dente aura pour 
valeur prmcipale mz et le second Az. Done A = m, 

Changeons z en I’equation deviendra 


sinTT^ = m sin 


t:z 



sin* 


1 — 


» TtZ 
m 


sin' 


m — I ^ 


246 Arc tawgente. — La fonction u = arc tang 5 , inverse 
de la tangente, sera definie par I’equation 


z = tangle = 


I 

7 4 - e~»w 


ou 


On en d^duit 


iz : 




I 


[ -h 


i —• z 
t “+■ z 


( 19 ) -logi-^ = ^Llog(j---5)---log(/H-5)-4-2/tr0' 


Pour chaque valeur de z^ les loganthmes ont chacun une 
mfinitd de valeurs, differant de multiples de %Ttix u aura 
done une infinite de valeurs difKrant entre elles de mul¬ 
tiples de 7c. 

Les valeurs z — ±i font exception. Pour chacune d’elles, 
i’un des logarithmes devient infini, et il en est de m^me 
de u. 

Par chacun de ces deux points critiques tragons une cou- 
pure. Dans le reste du plan, les diverses valeurs de chaque 
(ogarithme et, par suite, celles de u forment des branches 
synectiques. 

II reste k voir comment ces branches se permu tent entre 
elles a la trayersde des coupures. Pour cela, supposons que 
z ddcrive, dans le sens direct, un contour fermd entourant le 
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point i en laissant le point — / 4 son exl^rieur. L’argument 
de i — en variant d’une mani^re continue, se sera accru 
de aTc; celui de z + ^ reprendra sa valeur initiale. Le pre¬ 
mier logarithme ^e sera done accru de an/, sans <jue le 
second ait change. La valeur iniliale de u ^tantz^o? sa valeur 
finale sera done H- u. 

On voit de m^me que, si z tournait an tour du point — /, 
U passerait de la valeur initiale Uq a la valeur finale —15. 

En derivant F^quation ( 19 ), on voit, d’ailleurs, que la 
fonction u a pour d^rivee 

- 

ai\i — s i-^z) s*-ri 

247. Anc sihus. — Consid^rons encore la fonction 
u = arc stn z, 

inverse da sinus et d^finie par I’^quation 

z = sina =-:—; 

d'oti, en rdsolvant par rapport k 

la ± — z^y 

(20) a = j Iog(/^ ± \/i — 

^i — ddsignant Fun dcs deux nomDres reels ou com¬ 
plexes dont le carr^ est i — z*. 

Soit iuo Fun des logarithmes de /zH-les autres 
auront pour forme g^ndrale 2 k7z£; d’auire part, 

izt y/1 — jj* itant dgal a ^- p i !rrT'-.„ admettra, pour un 

de ses logarithmes, itc— zVo, et la forme gdn^rale de ses lo- 
garithmes sera i( 2 c — zzo) + nk'Jti. Les diverses valeurs de ic 
seront done donates par le sjstdme des deux formules 

f#o4- 2 klti 
It — 2kn. 


u = 
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Ces valeurs sont toutes distmctes, a moins que Uo soil un 
multiple impair de —, auquel cas la seconde formule donne 
les m^mes valeurs que la premiere. Si cela a lieu, on aura 


i 10g(«S -h V^I — jS *) =zz 71, 

—;s* = e * = (—!*')«, 

d’oii 

5 — (— 1 )*' = ±: I. 


On a d’ailleurs, en denvant I’^quation (ao), 

, I \ / I I \ I 

^ I z -H \/1 — z^\ 2 v^i — «* / i/t 


d^riv^e finie et continue, sauf pour les valeurs critiques 
s — ±i. 


248. Consid^rons la rdgion du plan non exteneure a un 
contour ferm^ sans point multiple qui laisse i son ext^rieur 
les deux points critiques. Dans cette region, Uq, admettant 
une d^riv^e conslamment finie, varie d’une maniere continue 

et n’est jamais multiple impair de Le module de la diffe¬ 
rence entre Uq el celui de ces multiples qui en est le plus 
voisin restera superieur a an nombre positif fixe. Les diffe¬ 
rences mutuelles des racines w, etant de Tune des deux 
formes nArit, i)^:^ resteront aussi supeneures 

a un nombre fixe. 

Enraisonnant comme pour lesfonctions algebriques, on en 
conclut que, si Ton trace, k partir des deux points critiques, 
des coupures quelconques, les valeurs de u pourront, dans 
tout le reste du plan, se r^partir en branches synectiques. 

249. Supposons, pour plus de simplicity, les coupures 
trac^es de maniere k ne pas rencontrer la portion de Taxe 
des X situye entre — i et +1* Chacune des branches de la 
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fonclion u sera caracl^ris^c par ia valeur qu’elle prend^pour 
= o, laquelle esl un des uombres A’lt, k ^tant unenlier. 
D^signOns par la branche qui correspond a la vaieur kit, 
Lorsque u varie de(A‘ — + sinus z reste 

continu et reel et vane de — i a + i ou de + i a — 1 , sui- 
vant que k est pair on impair, en passant par la valeur o pour 
u^kr^* Done reciproquement, si z varie de — i a 4- i, en 

r (—1/1 . r (*“0^1 

restant r^el, Uk vanera de I 4*- - — it a A 4 - —^ 

Done, en chacun de ces deuv points, les branches prendront 
deux a deux des valeurs egales, de telle sorte qu’au point — 1 
on ait 

au point 4- i, 

= Ta A-f- 


Les deux branches qui deviennent ainsi egales en un point 
critique se permutent enire elles si z decrit un contour ferm^ 
sans point multiple C eniourant ce point Supposons, en 
effet, ce qui est permia, que ce contour sou mfiniment petit 
et soil d^crit autour du point 4- 1 , parexemple. Tout le long 
de ce contour, chacune des blanches de la fonction u con- 
servera une \aleur mfiniment voisme de la valeur limile 


qu’elle atteint au point critique ; car, 1 — z* etant infini- 
mentpetit,lien est dememedey/i —done iz±\/i — 
diffi^rera infiniment pea de sa valeur limite /; son module el 
son argument, et, par suite, son logarithme, diffi^reront infini-* 
ment pea de leurs valeurs limites. 

Parmi les diverses branches de la fonction, il en existe 
done deux seulement dont les valeurs le long de C soient in¬ 


finiment voisines de ^2A'4-0'n:: ce sont les deux branches 

U 2 A ct donl la valeur limite est 

Cela pos^, soil un point de C; la valeur de par 
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exemple, au point Zq sera I’une des valeurs que Texpression 


(21) 4 !og(ts + £v/i — 

prend pour z — Z(^^ t ^taiit ^gal a ±: i. 

Lorsque z d^crira le contour C, celte expression restant 

mfiniment voisine de ^2 A H- ^ tc, sa valeur finale coincidera 

avec la valeur au point z^ de Pune des deux fonctions 

Mais le premier cas ne peut se presenter. En efiet, pen¬ 
dant ce mouveinent, Faigument de i -h-s change mfiniment 
pen el reprend au retour sa valeur primitive ; celui de 1 — z 
vane, au contraire, de 27r; celui du produit i — 5 ^ variera 

done de 2 it el le radical y^i — = (i —;5*)*se reproduira, 

multiplie par a* =—1 Done, lorsque z reviendra a la 
valeur 5o, la valeur finale de la foiiclion sera Pune des valeurs 
dc Pcxpres&ion 

ylog(«So—sv/* —«o)> 

lescjuelles sont toutes difKrentes des valeurs de Vexpression 
jlog(j*^o 1-ev'i'—s'O* 

parmi lesquelles est comprise la valeur initiale. Done, ende- 
crivant le contour, on changera la valeur de u et Pon passera 
ainsi de la branche u^k a une autre branche, qui ne peut 6tre 
que ttaA+i- 


230. — La fonction arceos^ inverse du cosinus, definie 
par P^quation 


COS«i=;B, 


ne nicessite aucune dtude nouvelle; en effet, cos u 4tant 
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^gal i sm on aura 

arc cos^ = — 5 -f. arc sin z. 

vt 

Cette expression admet, pour chaque valeur de e, une in¬ 
finite de valeurs donnees par les forinules 

( TT - \ 

— - -ha-h aArTT J 

> = di^-h2A^7r, 

7 C ,1 

— — a-f-sArir 1 

en posant ^ — a = 6. 
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Sl^BIES. 


I. — Formnie de Taylor. 


251. Soil /{x) one fonction rdelle de la variable r^elle s, 
qai reste continae, ainsi qae ses n premieres d^rivdes, dans 
an intervalle AA'. 

D^signant par a et a + h deux points de cet intervalle, 
posons 


(') 


^ /(a + h) =/{a) + A/(») 4- “/'(«) • 


H- 


(n—I)! 




Le reste Ra sera une nouvelle fonction de h que nous allons 
determiner. 

En prenant les derivees successives de (i) par rapport k A, 
onvoit: que la ddriyee n'^^de RaCsI egale 4/"(a+A); 

2 * que R» et ses n — i premieres derivdes s’annulent pour 
A =5=0. 

Ces deux conditions suffisent 4 definir compl4teinent R»; 
car, si <f estune fonction qui j satisfasse, la difference 
ayant sa derivee nulle, sera tin polynome enlier d’ordre 
n — 1 , mais ce polynome et ses n — i premieres derivees 
s’annulent pour A = o; il est done identiquemeut nul. 



25o 


PRE>II£RE PARTIE, 


GHAPITRE III. 


Or oapeut verifier imm^diatement que I’lntegrale definie 

• {a-^h—xY-^f”{x)dx 

satisfaitaux conditions prdc^dentes. 

Pourlemontrer, posons d’abord x~a-\-t, il vicndra 

‘=(j:zrT)TX 

Cherchons la d^riv^e de cette int^grale. On voil que h 
figure dans I 4 la fois comme hmite et comme parametre. II 
faut done appliquer la regie de derivation des fonctions com- 
pos^es. Mais la fonction ^ iniegrer s’annule pour / = 
done la derivee par rapport a la limile est nulle et il reste 
simplement le terme provenant de la derivation par rapport 
au parametre 

On trouvera de mdme 

.... ... ,,, y 

dn-il 

dA'*~i — / 

VO 


Toutes ces expressions s’annulent pour A = o. Enfln, une 
demi^re derivation donnera 

d”l 

Nous trouvons ainsi pour R„ I’eipression suivante : 

I r* 

(«_,)! J + 0 dt. 
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Posons t =: uh] ii variera de o a i, et Ton aura 
B»= (i —«)"■'/"(« + 

2S2. Soil p un entier posilif arbitraire non supeneur a n; 
la fonctlon a mt^grer sera le produit des deux facteurs 

(i —et ii — uY-Pf^{a-^uh), 

dont le premier est positif et le second continu dans le champ 
d’int^gration. On aura douCj en apphquant le theoreme de 
la moyenne, 

6 designanl une quantity comprise enlre o el i. D'ailleurs 

Done 

c {\~0Y-pf'{a^dh) 

H„— {n-iYp ’ 

et, en particulier, si nous prenons p — n, 

(3) + 


253 La formula (i) est connue sous le nom de formule 
de Taylor. L’expression (3) du reste, donnee par Lagrange, 
est parfois commode; elle a toutefois I’inconv^nienl de con- 
tenir un nombre inconnu 9, dont on sail seulement qu’il est 
compris entre o et i. L’expression ( 2 ), qui ne contient nen 
d’indetermin^, est a cet egard preferable. 

Si Ton suppose n constant et k infinimenl petit, les for- 
mules ( 2 ) el (3) montrent que R» est infiniment petit, 
d^ordre n au moins. On aura done, pour Finfiniment petit 
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/{a + h )— /{a), la valeur 

approch^e aux infinunent petits pres de I’ordre ft* 

Supposons^ au contraire, h constant ou assnjetti a rester 
entre certaines Kmites et n croissant ind^finiment. Si Ton 
pent d^montrer que dans ces conditions Eu tend vers z^ro, 
on aura, k la limite, 

*1 

fa -h hf^ a -h.. ,-h j* 

On dira, dans ce cas, que la $irie injinie 
/(a) +kfa-h + 

converge /(a + A), ou a cctte quantity pour somme* 

254. Posons, dans la formule de Taylor, a=:o, h~x\ 
nous obUendrons la far mule de Maclaurin 

(4) /(^) (o) +...4- jyj(o) 4- R«, 

oil Rii peul 4tr£ mis sous les formes suivaotes : 

( 11 :^ ! X Ri.= 

Cette fsmtile suppose que la fonerion.jf et ses d^iiv^es jus- 
qu’a I’ordre n soieat continues dans un mtenralle compre- 
nant & sob int^rieur les points o et Si 

2^. On pent aisdment ^tendre la formule de Tajlor mx 
fonctions de plusieurs variables. 

Soit, en effet, /(x, y) one fonction des variables r^elles 
ar, dont les d^riv^es partielles jusau’i Fordre n restent 
continues tant ijoe x est compris entre k. et A', et y entre B 
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et B'. Soienl a, a -h A deux noinbres compns entre A. et A', 
b, b + k deux nombres compris entre B et B'. 

Posons a = a + A^, ^ = ^ 4 - kt. L’expression 

/(«i -f{a-\-ht^b-\-kt) = <^{t), 


consid^r^e comme foaction de t, aura des deriv4es 
7 ' (0 = A ^ + *;5p)/= (a ^- 4 - 

^ ~ ^ 


Ces d^riv^es s^eront continues tant que a-\--ht sera compris 
entre A et A', et 6 4- entre B et B', et a fortiori quand t 
variera de o a i. 

Appliquant a cette fonction la formule de Maclaurin etpo- 
sant dans P^quation obtenue, nous aurons 

f{a+h,b+k)-f{fl, b)^{h^^ + k /(a. 6) +... 

• i / d d 


Rtt pouvaat ^tre mis sous I’une des formes suivantes : 

En posant/(ar, b) = /, f{a + h,b-^k) —y 4- Ay> 
formule prendra la fonne plus simple 


Ay = rfj.4. ^ 4-...+ -t-R^ 


rf-'j 


laqaelle subsisterait ividemment pourun nombre quelconque 
de variables ind^pendantes. 

Si A et Ar sent des infiniment petitS du premier ordre, R» 
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sera un mfinimeat petit d'ordre n aa moms, et pourra ^tre 
supprime de la formule, si Ton veul boraer rapproiimatioa 
a cet ordre de grandeur. 


236. Les considerations precedentcs s’etendent sans peine 
aux fonctions de variables complexes. 

Soit /(s) une fonrtion de a, synectique lant que cette va¬ 
riable reste dans I’lnterieur d’un domaine E. Soit L une 
ligne rectifiable sHuee dans I’lnterieur de ce domaine et joi- 
gnant les points a, a-\-h. On. verra, par un raisonnement 
identique 4 celui du n” 2S1, qu’on a 

/(« + h)—fa 4 - A/a -h...+ 


le reste Rb dtant donn4 par rintdgralc 


Si la droite qui joint Jes points a et a + A est tout entiere 
comprise dans I’int^neur de E, on pourra la prendre pour 
ligne d’int^gration; sa longueur sera [/e[. D’autre part, 
\a + h — 5 j variera de j A | a o. Si done p est le maximum 
de \f^ (^) I sur cette ligne, on aura 


,R ,= 


Cette bypotbese se rdalisera toujours si I’on admet qu'on 
puisse tracer dupointacomme centre un cercle K contenant 
le point a-\~h dans son intdrieor, et tel que tons les pennts 
non extdrieurs a ce cercle soient intdrieurs 4 E. 


257. On peut aisdment dtablir que, dans ce cas, Rn tend 
vers zdro lorsque n tend vers oo. 

En effet, f{a) dtant continue dans Tintdrieur de E, son 
module le long du cercle K ne pourra surpasser un certain 
maximum M'; soieUt p le rayon du cercle, S la distance 
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du point z au point a, iaquelle vane de o a [ A]. Sa distance 
au cercle K, sera p — o, et, /'(uj etant la derivee (n — i)’*”* 
de/'(s), on aura, d’apres la formule du n° 207, 


D'autre part, 


1 / 1 < (p 

I CL -4“ h — Z j — j A I ““ d* 


Done 


car le maximum de correspond 6vldemment k S = o. 

On aura done, | h | ^tant la longueur de la Hgne L, 



M'|A|, 


et, coinme lA) <p, cette expression tend vers zAro pour 
n = oo. 

Nous pouvons done ^noncer ce thdoreme : 

La sene infinie 

/a + A/a+ 


esl convergente et a pour somme f {ah) tant que le 
point a 4- A restera intirieur d un cercle K ayant son 
centre en a et qui soit entUrement mthriew d E. 

En posant, en particulier, « = o, A = 5, on aura la for¬ 
mule de Maclaurin, qui, pour n=:<xi, donnera une sdrie 
convergente dans les mSmes condidons. 

2S8. Le thdor^me elabli dans le num^ro pr6c6dent peut 
^tre dimontrd par une autre voie, qui donne une nouvelle 
expression du’ reste* 
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Les points a et a A etant contenus dans le cercle K, o6 
la fonction/(3 ? cbt synectique, on aura 

%=-L r«£i±, /■/«* 

5—<2 *' 2jri — 

:tT.iJ^z — a — h 


4«~t 


/l« 


(5 — a)'^ (;5 — «)« (a — a - 


ou 


=/g 4- hfa ^ -hR; 

" aitij {3 —a)'‘(s—CT — 


A)- 


Soient p le rayon du cercle K., M le maximum de/(x) sur 
ce cercle; on aura 

_ I /IA|\« M 

F=in”'” 

quantity qui tend vers a^ro pour n = oo. 


Wd. L’extension aux fonctions de plusieurs variables ne 
soufiBre aucune difficult^. 

Soil, par exemple, une fonction /{z,u)de deux variables 
qui reste sjnecdque taut que s ne sort pas d’un cercle K de 
rayon r ayant son centre en a, ni « H’un cercle K* de 
rayon r, ayant son centre en 6. Soient a + A un point intd- 
rieur A K, A + Aon point intdrieur a K|, enfin p une quan¬ 


tity > i, mais qui ne surpasse ai— ni L’eipression 


f{a-^ht,a + kt) 


sera une fonction de synectique tant que I ne sortira pas 
d’un cercle de rayon p. On peut done la dAvelopper, pour 





^ = 1 , par la formule de Maclaurin. Le resultat sera iden- 
tJqiie a celui da n® 2o5, et le reste tendra vers zero pour 


260 AppHquons ia formule de Maclaurm a quelques 
fonctions simples. 

La fouction a loutes ses derivees successives egales a e^. 
Pour == o, elles sc rediiisent a runite. On aura done le 
<Ieveloppement 


( 6 ) 

^ 112 


t 

r« ~ u j 


qiu sera loujours convergent, quel que soit s, car e’ est sy- 
nectique dans tout le plan. 

Posanl z = I da.iscette fa^malej nous trou\eroris 1 1 \aleur 
de la constante e 


c I 



I 

■i-h 

1 2 


• > 


Cliangeart z dhiz, puis ea —is et combinant les formuies 


obtenues; il Mendra 


(7) cos« = 


X 2 ' 1.2.3 4 1.2.3.4.5.6 


-f-.. 


(8) sm^m-—- 


21 1.2.3 J.2.3.4.5 

Series dgalement convergentes dans tout le plan. 


261. Considerons la fonclion u =(i et, pourpr^- 

ciser, dans ie cas ou m n’est pas un entier rdel, celle des 
branches de cette fonction qui se reduit a i pour 5 = 0 . On 
aura 

M = (i-f- 

u^zzimim — j) . .(m — /i -hi)(i •+• 

Pour 5=0, ces expressions se rdduiront a 

I, m, i), ——n-f-i), . . 

SubstitjLiant ces valeurs dans le ddveloppement de Maclau- 
J. -- 1 9 . 
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:u . 5 >r* </bt!enl la formula dn binome . 




mk 


’ t 


m(m —i) « (m — 


I 2 . n 


La fraction (i 4-5)'" n’dvanl tju'ua point cntiqne z ==— 1, 
!a sene cn-dessus sera c'>n\ergente tanl que | <; i. Car, si 

cpite condition esl s»atisfailc, sou p une qiiantite comprise 
enire jjsj et rumte. La function sera sjnectique dans im 
cercle de rayon 0 ayant pour centre Forigine, et le point ^ 
{ui est iRleiieur. 

\n conlPijre. si j j > i, la sene ne sera pas convergente. 
11 faudrail, on ellet, pour qiFelle le fut, que la somme S;^ de 
ses n premiers lennes tendit pour /i = cc \ers une limite 
lise el, par suiie, que Sa^i — tendil \eis zero Or cette 
ditlercnce est le < n -f-terme de la sene Ces termes de- 
\raient done tendre ^e^s zero pour ^i=:co, ce qui na pas 
lieu, car leur module augmente au contraire a\ec /i des 
que « est siiffisamnienl grand En effet, le rapport du terme 
general 

m{m — j. (/n — /< -H I) 

-- _ 2 

au precedent est 

m — /I -t-i 

- - • - 4 ^^ 

n 


et, quand n tend vers 00, le module de ce lapport tend vers 
j js j, quantile > r. 


262 . Passons a la fonction u= Iog(i + z). Ses derivees 
successives sont 

= u‘'=z—{i^z)-^, .... 

= !)"•“* (;j — i) I (iH-js;)”". 

Pour 5 = 0, elles se r^duisent respectivement a 

*) —•••» (——i 
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On aura done, ea adoplanl celle des Blanches du 
qui s^annule pour 5=0, 

(fo) log(l -f-5^ = 5---f. 

Par les m^mes raisons que pour la fonnule du blnome, 
ce developpernent sera convergent si j 5 j<r, dnergenl si 
\z\>I. 

En changeant 3 en — 3 , nous trouvons 

Iog(i —3)=—3— — — .- 

^ 2 n 

el en retranchant 


Posons 


, 14-3 / 5 ^ 3 * \ 

i°s.—= + 


2a 

aetx ^tant deux nombres r^els et positifs; li vieiidra 
log =; log(<i 4 - 0 ?) — logo 


=4^i- 

L2a4-o? 


1 

3(20-4 0?)’ ' J* 

G’esl sur cette formule et sur la suivante^ 


logo? 4- log/=3 loga?j, 

ju’est fonde le calcul des Tables de logarilhmes. 

En posanl a = i, o: = i, on auja tout d’abord 

log2 = a(^i + .y 

Posanl ensuite o == 125 , o’ = 3 , il viendra 
log 128 —log 125 = 2 

et, comme log i28 = log2^=: 7log2, log1 25 = 3 log 5 , cetle 
Equation donnera log 5 . 
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On trouvera de ineme log3 par Inequation 
ilogS —4log2 —l<>g5 = log8i — log8o=:2 4- 
ftuis log;; par i'^quation 

41 og 7 — 51og2 — logS — 2log5 = log 7 *— log( 7 ‘—i) 

•)’ 


ct amsi de suite pour les autres nombres premiers. Une 
simple addition donnera ensuite les logarithmes des nombres 
composes. 

Les logarithmes amsi calculus sont neperiens. Pour obte- 
mr les logarithmes vulgaires, on devia les multiplier par le 
uolciir 


1 


log 10 


0,43429448- • 


263 Nous a\ons troa\e ( 2 i 6 ) la formule 

arctang5=: ^ [Iog(f —-c) —4-aArf] 

= [logil ^^5) —log(l —15)4- 2A7 tO* 


Developpant les logaiithmes par la formule precedente, on 
auia pour celle des branches de Parc tangente qui s’annule 
pour 5 = 0 


arc tang5 


3 



Ce developpemenl sera encore con\ ergent si j 5 ] <. i, diver¬ 
gent si 1 5 [ > u 

11 donne un proc^de commode pour le calcul numenque du 
nombre tz. On calcule d’abord Pare© qui a pour tangente g* 
JL»a formule donnera 


? = 


I 

5 


3 5 » 



SI 


>65 


()»i auit* » 


III 




tai'ff/ - -7 } 

’ ‘ -4 f 

d'ou 


\ 


> Utng'^ } 

I — .ang"j? ' 

» taw^ ^ _ I 2 <» 

I — U^i;- i V i 19 ' 

j —tana 4^ 289^ 

i i 

vt 6 q 8 289* ’ 


equation qai (i<»niJL*ra - 

264. CouMcliiuiis eii(in k fonclion i/ = arcsia5 Ghacune 
de b£S branches sera sjnetUque dans tout cercle qui laissc a 
son extenear les deux points critiques -f-i et —i. On 
pourra done la deveiopper par la formule de Maclaunn en 
une s^ne convergente, si | ^ | < i. 

Choisissons ea particulicr celle de ses branches qui s’an- 
Ruie avec 5 . On aura pour r = o 

H ^Oy U z=z I 

et, d'apies le n^ 162, 

Substituant ces valeurs des denv^es dans la formule de 
Maclaurin, il vient 

1 - 5 ^ 1.3 1.3.5 5*^ 

arc sin^ = 5 - 4 - - - j — H- — -h.... 

2 3 2.4 5 2.4 6 7 

Si|^l>i, cette serie sera divergente, car le rapportdu 
terme general au precedent esl egal a 

( 2 n — i)* ^ 

2n{2A -h i) 

quantity dont le module tend, pour n = oo^ vers j z | qui esl 
suppose > 1 , 



PREMihtE PARTfF. — CIUPITIIK III 


IL — Precedes pour effectuer les developpements eu series. 


^uienl X un mfiniinent pclit, y = f{x) une quantile 
qtn en depend. Proposons-nous d’en determiner une valeur 
approebee, de la forme 

A Bx?-f-• 


et qiu ne dilTere de la ventable que d’un infimment petit 
d'ordre n au moms 

Si /"(^) est continue aux. environs de x ^ o, la formula 
de Maclaunn resoudra la question fille donne, en effet, 


y:=zf{o)^xf{o)^ 


1 2...(n —J) 


H-R 




elant d’ordre J/i et, par suite, negligeable. Mais cetie 
mdthode exige le calcul des derivees sutcessives de/(x), qui 
peut ^ire fort penible Elle est d’ailleui* inapplicable si 
n’est pas continue aux environs de x = o II convient 
done d'mdiqiier d’autres precedes. 


266 . Si ^ = // 4- e “H,. , la valeur approcli^e de y sera 
evidemment ia somme des valeurs approch^es des fonctions 
partielles .. 

Si Ton veut se borner k calculer la valeur principale Aey^ 
on ne conserveia, parmi les fonctions «, que celles 

dont Tordre est le raoins 6leve, on calculera leurs valeurs 
principales et on les ajoulera ensemble. 

Si toutefois ces valeurs principales avaient une somme 
nulle, ce serait une preuve que Papproximation est insuffi^ 
same; il faudrait done recommencer le calcul en prenanl ui 
terme de plus dans le ddveloppement de chacune des quan¬ 
tiles w, p,- 

Soil, par exemple, 

y = 2 sinx— sin ax x*’ 



Le^ quantiles a sin^ el —sunt du premier ordre, 
mais la soinme de leurs \aleurs pnncipales est nulle Poiib- 
sant done Tapproximation plus loin, on posera 

2 

2Sin^r=2.r- ;-h . , 

1 2 d 

Sj:’ 

sin2Jt=2a'— —x-h..., 

1.2 3 

d’ou 

l-hf-hl) + . =:2^®-f- .. 

267 . Siy = uv. It et V etant respectivement d’ordreaet 
on aura sa \aleur approchee en mullipliant ensemble les 
\aleurs approchees des quantiles u et p et negligeant dans 
ce [uoduit les teimes d’ordre = n. II suffira e\idemnient de 
j)Ous^er Tapproxiination de ^jusqu’aux termes d’ordre n — , 3 . 
cello dc r jusqu’aux termes d'ordre /i — a. 

f.f* piemier terme de I’expression de qui constitue sa 
valeui prmcipale, est evidemment le produit des valeurs 
pnncipales de u et de 

268 . Si y= soieni 

w,= A'j 7*-f-. .. 

des valeurs approchees de u et de et soient 
u z:z -t- R, «’ = -i- S. 

On aura 

u Ux _ iiVi — — Si<i ^ 

r (q <’(% * 

el Vf 4tant d’ordre et d’ordre a, cette expression sera 
d’ordre J n si I’ordre de R est “ /i + et si celui de S est 
— a-l- 

On aura alors, dans les limites d’approximation deman- 
d< 5 es, 



264 PREUlfeRE PARTfE, CHAPITIIE ill. 

Gela pose, on effectuera la division de Ui par i'U jusqu’au 
moment ou 1 on introduirait au quotient des termes de 
ilegre j n 

Soient q ==: C,rY-f- le quotient de la division, 

T ie reiste, on aura 

r= —=CaV-4-C'j;Y'-t-.. +1. 

T 

Le premier terme du quotient — ctant, par hjpotliese» 
T 

(i'ordrc > ^ sera d'ordre ^ n et pourra etre neglige 

On aura done 

y z=: Carriexy-h . 

'j%ec I’approiimation demandee. 

Le premier terme de ce d^veloppement CrT, qui est la 
valcur piincipale de j, scia e\ideminent le quotient des 
tenues valeurs pnncipales de u el de r 

Si a, les premiers termes de la suite y, y', . seront 
negatifs. Dans ce cas, la formtile de Maclaunn n’aiirait pas 
tHe applicable.a la fonctionj^, car cette fonction, devenant 
mfiiiie pour a: = o, sera discontinue, et ses derivees ega- 
leinont 

All lieu d^effectuer la division de l, par on aurait pu, 
ce qui est au fond la m6me chose, poser 

y C“4* C/xY -4“« • • ^ 

C, C, •y, • ^tant des indetermin^es. 

Cela pos^, l'^quation^=?: ^ pourrait s^^crire 

r^x=ux 

on 


{Cxy^Cxt^...) (BarP-i- B'otP'h- ...) = , 
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ou, en developpant les calculs clans le premier memLre, 
BCjcP+Y-4- . ... 

En exprimant I’ldentite des termes du second inembre de 
cette equation a\ec les termes correspondants du premier 
membre, on obliendra une s 4 rie d’^quations de condition 
qui determmeroni C, y, .... 

Amsi, par exemple, les premiers termes 

et A 2?* 


devant ^tre identiques, on aura 


d’ou 


p-f-yzza, 

BC=:A, 


7=:a-.p, 



269 . Comme application de cette methode, proposons- 
nous dc calculer les premiers termes du dtWeloppemenl en 
sdne de I’expression 


X. X 


a? 1 
2 — i 


Cette fonction ne changeant pas quand 2: change de signe. 
le developpement ne contiendra que des puissances paires. 
Posons done 


r 1 

2 t 




A + Bi-r^-B 




1.2 


1.2.3.4 


• 4 “ B* 


1 2 ..6 




t1 viendra, en chassant les ddnominateuis et rerftplacant 
par son developpement, 


H-i-h. 

i 1.2 


■T- 


(x X 


+ .«.H-- 

2 1.2...n 


x^ \ 

-h... 

1 2 . n J 


-B: 


X* 


K2 1.2 3 4 
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Egalant les coefficients des monies puissances de x dans 
Ics deux membres, on trouvera 


I I 

ti 1 2 . n 


i = A, . , 

A 

1.2 . (/I + l) 

Bi _ 

1.2.1,2 .{n —l) I 2.3.4 1.2. 


(n- 3 )^- 


equations qui determineront succeSsivement A, B|, Bji, . 

On aura m 4 me deux Equations pour calciiler chacime des 
quantiles B On trouve ainsi 


b-= 5 > »■= 

"‘=K’ “•= 


f 

5 ’ 

2730 


270 Les nombres Bj, Bj, ... portent le noin de nombre^ 
de Bernoulli. Ils se rencontrentdans une foulede questions 
d’Analyse Ils ont, en particulier, une liaison mtime avec les 
sommes de puissances cles nombres entiers 
Pour etablir cette relation, posons 

On aura 


y{ 0 t :z=i«e’' 4 - 2 «e*^ 4 -. -!-(/? — 


el pour :r = 0 

i«-|- 2 «-h . 4 -(/l —1)* 

Mais on a d’ailieurs 

—j ^nx —j ^ 


7 = 


— 1 X e^ — I 


r 4 - 


/VX'- 


i 2 


_(i_f + 5i£_-liiL-H ) 

\ 2 1.2 I 2.3 4 / 


A.“f" Ai 27 -i- . - 4 - 4 - 



en posant 
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Aflc — 


I 2 ..(a-Hi) 


1 n<=^ 

2 1.2 .« 


On aura done 


Bt 

1.2 r.2. («•—!) 


1 . Bi . . B, 

+. 7:7T^«(«-x«-iK ■- 

271. Soient7^= y/«et — W|-+-R, 

Ui = A^“-+-A'j7“'4-. ,. 


etant une valear approch^e de u. On aura 



Le denominateur de cette expression ^lant d’ordre elle 

2 

sera n^gligeable si I’ordre de R est 

2 

Si done lu a calcule a\ec cette approximation, on 
pourra poser 

r=v^ 


et y pourra se calculer en extrajant la racine carr^e de «, 
jusqu'aux ternies de Tordre n. En effet, soil g la racine ainsi 
obtenue. On am a 

quantile negligeable, car et q sont d’ordre ~ et — q- 

d’ordre en effet, le tenne suivant de la racme car- 

rde, lequel s’obtiendrait, d’apr&s la regie connue, en divisant 
le premier lerme de Ui — q^ par le double du premier terme 

de y, lequel est d’ordre serait d’ordre > n par hjpothese 
2 
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On aura done, avec I’approximatlon demanded, 

On aurait pu egalement employer la intlhode des coeffi¬ 
cients indetermmes, en posant 

et determinant C, C', y, y', ,, de rnaniere a rendre 
identique I’equatioii 

(CjrY-h 


272 Soitj plus generalement 


m etant fracUonnaire ou incommensarable. 

Posons u — Ui -+> r, «/, designant sa 'valeur piincipale. On 
aura, par la forniule dii hinome^ 


y = w"* -i- t 


mim- 


■i) 


j 7 


=H- .-i-R. 


Connaissanl les ordres respectifs de et de on verra 
aisement combien il faiit prendre de termes dans la formule 
pom que R soil d’ordre /i, et par suite negligeable. Cela fail, 
on n'aura plus qu’a calculer y a\ec une approximation suffi- 
sante, et Ton en deduira aiseinenr p-, . , 


273. Proposons-nous, comme applicatioUj de d^velopper 
le radical 


(i — 2c«J7-ha^) * 


suivant les puissances croissantes de a, 

Cette expression peut s’ecrire 

[r—a(22 : — 4 -— a)-h. . 

I 3 2/n — I <x^”(aar— g)”* 

22 2 I 2.. .m 



SERIES. 


269 

II ne reslera plus qu’a d^velopper les puissances du bmome 
— a et a reunir ensemble les termes qui contieniient une 
meme puissance de a. On obtiendra ainsi un developpement 
de la forme 

i-f-Xice-f-.. .-I-. , 

ou X,i designe un polynome en x donl nous allons deter¬ 
miner la forme. 

Le terme 

I 3 im — I — a)'" 

22 2 TTTTTm 


ne fournira ^videmment de terme en a" que si mest>-, 

inais S’ll est compris entre ces hmites, il donneta le 
terme 


1.2.. m 


1.3, (2/?l —i) 

2'" I 2 .m 1.2 ..(/i~- 7 ?i),i .2 .(2m—«) 




_ i 3 (2m — 

1.2., (/z — m) I 2 2 djL'^ 

Mais on a 

I 3 . (?m — i) _ I _ 


1.2. .2m 2,4* 2m” 2"*.i 2...m 

Le terme precedent pourra done s'ecrire 

_ ! _ _ _ r { _!, a'* 

2" 1 2 n J.2 .m 1.2.• (n — m) J ^ 

el i’on aura, par suite, en ajoutant tous les termes en a", 

X = ^ y [(-,)»-« r*™]. 

" 2" I *> . ndx^^\j ^ i,2..,m,i.2.. (/i—m) J 

m 

On peut d’ailleiu-. ^an^ jiicomcnientetendrela sominaliou 
aui valeurs de m qui sont moindres que les termer 
ajoutes ayant une denvee n“”*^nulle. La somme entre pan'ii- 
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theses deviendra egale a {x^ —i)'*. On aura done, comme 
resultat final. 

I il^ 

a'*".I a.. .n dx^ ^ 

Les expressions X„ sont connues sous le nom de poly- 
nomes de Legendre. Elies joaissent de propnet^s remar- 
quables, et nous aurons plusieurs fois Toccasion de les 
retrouver. 

dn 

274. L’expression —i)" satisfaisanl, comme 

nous ra\ons vu (i6o), a Tequation diflR^rentielle 
(x ^— j)y'-h 2 xy — n{n + 1)^ = 0, 

et X;t n’en diflerant que par un facteur constant, on aura <Svi- 
demmenl 

— 2xX'^— n{n + j)X„z=o 

27o. Trois polynomes successifs X^, X»^i sont li^s 

par une relation Im^aire que nous allons ^tablir. 

Prenons la d^nv^e par rapport a a de T^quation 
- j 

(i — 2 aj 7 -h«*) * = i-HXja 4-.. ; 

il viendra 

- 1 . 

(ir —a)(i — 2 «j? 4 -«*) *=:X,-h. -f* .. 

Multipliant par i — aaco? H- a* et remplagant ensuite 

-1 

(1 — 2 lXX 4 - <X^) * 

par sa valeur, nous trouverons 

(X — flc) (f 4" XI oc 4“ 4- X^ oc^ -t”...) 

rr(i — aaj; 4-a*)(Xi4-. .4-nX„a"-^-h 

d’ou, en egalant les coefficients de a'*, 

x\fi zz: (/i 4“ i)X;,^_i-— 2 nxXf^ 4“ {n —• i)X;,_j, 

ou enfin 

in 4*i)X„^i —(2/1 4-l).a?X«4-/?X;,„jz=o. 
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276 . D’apres les definitions que nous avons donnees, line 
quaiitit<i /, dependant d’un mfiniment petit (ou mfiniment 

grand) est d’ordre a si ie rapport tend vers une limite 

finie el diffcSrente de zero lorsque x tend vers o (ou vers oc). 
Mals ce serait une erreur de croire que Fordre d’mfinitude 
d’une fonclion queiconque de x soit toujours susceptible 
d’une semblable Evaluation numerique, ainsi que cela avail 
lieu dans les exemples precedents. 

Considerons, par exemple, la fonction j On a, 

comme nous Pavons \ u, 


y = l + - + .. 


as"' 

H --— 4 - ,. 

1.2 .. m 


et, par suite, si > o, 

y> 


I . 2. . /?^ * 


m Etant un entiei queiconque. On aura done 

Y ^ 

JC* I . 2 . W 


Prenons w >> a et laisons tendre x vers oo. On aura 


lirn 


X" 


12. m 


: 00 . 


On voit done que, si x tend vers + oc, tendra Egalement 
vers -i-oo, et cela plus i opidement quUine puissance quel- 
canque de x. 


277 . L’Equalion 

donne, en siipposant x reel et prenant les logarithmes arith- 
mEtiques, 

j; = Log/. 

Done, SI Log/ tend vers +00, il en sera de meme de /, qui 
croUra plus rapidement qu^une puissance queiconque de 
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Logy. Done, r^ciproquement, si y tend vers +oo, Logy 
tendra vers -I- so, mais moms rapidement qu’nne puissance 
quelconque de y. 

Posons 

1 

y=-, 

d’oii 

Logy — —Log*. 


Si y tend vers oo. -s tendra vers o et Log * tendra vers ao, 
mais moins rapidement qu’une puissance quelconque de -» 
prise avec le signe —. 

Done, pour ar infiniment peUl (ou infiniment grand), Logo; 
sera un infiniment grand n^gauf (ou positif), mais dont 
I’ordre est inferieur a tout nombre positif fixe. II ne saurait 
done 4lre question de lui assigner une valeur pnncipale 
de la forme Aai*. C’est un mfini d’une espfece particulifere el 
irr^ductible k ceux que nous avons consid6r4s jusqu’ici. 


278. Soil maintenant « = .. 4-R une 

fonciion quelconque ddveloppable saivant Jes puissances 

de X. Proposons-nous de ddvelopper iog«. 

On aura dvidemment 

, , , . , ^ B jrP- 

loga = aloga;+ logA + logl iH --- 1 * 

Le dernier terme de cette expression sera ddveloppable au 
moyen de la formule qui donne log(i -h'X). Mais le terme 
xJogx parlequel commence le ddveloppement de logii sera 
iirdductible avec ceux qui le snivent. 


279. Les divers ddveloppements que nous avons oblenu , 
dtant limitds un certain nombre de termes, donneront tou- 
jours une valeur approchee de la fonction qu’on ddveteppe 
lorsque x sent suffisamment petit (ou suffisamraent grand si 
les puissances de v vont en decroissant) 

En les prolongeant mddfimment, on obtiendra des series 
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infinies. Si ces senes sent divergentes, elles n’onl aucun 
sens. Mais Cauchy a signale ce fait remarquable que, mame 
en 6tant convergentes, elles peuvenl ne pas 6tre dgales a la 
fonction qui leur donne naissance. 

Consid^rons, en effet, la fonction/(ar) = e *■. Ses d^ri- 
vdes successives sont des sommes de temes de la forme 

iL e"* Cela se voit imm^diatement sur la deriv^e premiere, 

et Ton vdrifie non moins facilement que la d^riv^e d’un sem- 
blable lerme se compose de deux termes de cette forme. 

Ces d^riv^es s’annulent toutes pour a? = 0 , car, en posant 

1 = 15, on aura 



quantity dont la hmite est nulle pour x = 0 , d’oi z = co. 

La s^ne de Maclauriu 

/(o) +-a;/'(o) 

prolong^e mddfiniment, sera done convergente, tons ses 
termes ^tant nuls. Mais elle est 4gaie a z^ro et non »/(•*?)• 

11 est done n^cessaire, pour reconnaitre si une fonction est 
d^veloppable en sdrie infinie par la formule de Maclaurin, 
d’etudier le reste R„ et de s’assurer qu’il tend vers zero 
qtiand n augmente inddfiniment. G’est ainsi que nous avons 
precede pour developper (i log(i as), .... 

280, Soit/(ar)une fonction qui devienne ind^termin^e 
pour une valeur particulifere a de la variable. On nomine 
v/aie valeur de cette fonction pour a? = a la limite vers 
laquelle tend f{a + h) lorsque h tend vers z^ro. Cette 
vraie valeur peut ^ire finie, infinie ou indelerminee. Si elle 
est d<5termin^e, elle se trouvera en cherebant la valeur prin- 
cipale du developpem.ent de/(a -f h) suivantles puissances 
croissanlcs de k. 
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Soil, par exemple, f{x)= ? et ^ s’annulant pour 

a; = «, inais ^lant d^veloppables par la s^rie de Taylor; on 


aura 

o(nH-/0 + + 

+ + A)- ^ ^ _Jil^^(»)(a)+P„^, 

* 1 • 2« • • /» 


Soient respectivemenl oP{a) et if^{a) les premiers termes 
qiii ne s'annulent pas dans les deux suites 

9(«), 9'(«), ... et f(a), .... 

La vraie valeur sera la limite de 




9 ^(g) 


Elle sera nulle si /? > 5^, mfinie si /? < y, %ale a 


9 ^(g) 


SI 


p^q. 


281 Si f{x) devenalt ind^terminee pour 5: = 00, on deve- 
lopperait/(vt’) suivant les puissances ddcroissantes de :r; et 
la vraie valeur serait nulle, fime ou infmie, suivant que 
I’ordre du premier tenne du developpement serait negatif, 
nul ou positif 


282 . Exempted, — 1° Soil a determiner la vraie valeur de 



pour m = 00. 

Cette expression est, par definition, ^gale a 

-12 lil- 

— 0 Z ^”"2 ^ d /«* 

k etani un entierqui depend de la branche de logarithme 
que I’on aurachoisie. 
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Le dernier facteur tend evidemment '\€rs i Si done 
on choisit la branche pour laquelle A* = o, d’ou 
on aura une vraie valeur, egale a 

Pour les autres branches du loganthme, la vraie valeur 
sera entierement indetermmee, tant que m ne sera assujetti 
qu’a la seiile condition de lendre vers co. En effet, soit fji nne 

quantite qtielconque, si Pon pose m = , /? 

un entier qiu tend vers oo, m tendra ^galemenl vers ooj et 

2 ^ Cherchons la vraie valeur de 


pour m =00 

Cette expression est, par definition, egale a 


tn\e”^ — 1 ; 


I _ ^ /!£££ ^ 1 
~ \ m ^ 2 OT* 

I log®5? 

rt I0g5 -f- - - 

® 2 /n 


Sa vraie \aleur est log 

3® Cherchons enfin la vraie valeur de i?® pour ^ = o 
On a 


La vraie valeur sera done en d^signant par p la vraie 
valeur de ^iog^f. 

Or, soient p le module et y rargumeni de z; on aura 
z logs =;; (Logp - 4 - /©). 

Le premier terme z Logp a pour module p Logp. Lorsque p 
tend vers zero, Logp lend vers — oo, rnais moms rapidement; 
done p Logp tend vers zero. 

Le second terme zi^ a pour module p©, qui peut prendre 
une suite de valeurs quelconques lorsque p tend vers z^ro, a 
condition de choisir convenablement le^ valeuis correspon- 
dantesdeo.La vraie valeur est done indetermin^e, tantqu'on 
ne precisera rien sur la maniere dont 9 varie. 
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Mais, SI cet argumeat est astreint a rester compris entre 
deux nombres fixes (eii particuHer, si z reste reel), tendra 
’vers zero. Doac on aura 

^=:lim5log;s = 0 , 


283. La vraie \aleur d‘ime fonction de plusieurs variables 
est gdneralement mdeterminde. 

Considerons, pai exeinple, la fonction ^ ‘ SupposoIi^ 

que ® et ^ s’annulent pour x = a,y = b, mais que leur^ 
dernees partielies ne s’annulent pas. La vraie valeur serait 
la limitc du rapport 


on 


do 

ofct “I” h ”f" A) drti 

d/(a H- /i, b -t- k) ^ 

da ‘ 

db^ 


A- 


Ob 


A -i-R 


O’h , , 


T‘ 




A 


On \oit qu ellc depend du rappoit vanablc a inoins que 
Ton u’ait 

ih do 

Ott _ Ob 

Ob c}6 
Oci Ob 


IIL — Series et produits infinis a termes numeriques 

284. Soil Ml, Ms, u,„ .. une suite md^fmie de quan¬ 
tiles Ainsi que nous I'avons deja ludiquf^ si les soinmes 
successives 

4 . = «t5 

Si = 
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tenHent vers iino limite fime 5, on dit que la sene infinie 

S Ui -}*- 1^2 “T“ “f“ n ^ 2 £if^ 

e^t convergente et a pour somme s, 

Dans le cas contrau'e, la sene est dis>ergenle. 

28o, La di\erg<^nte peut mamfeker de plusieurs ma- 
nitTcs 

Les sommes Sx. . Sn^ ... pen vent tendie vers oo. Ge 
mode de divergence esi le senl qui puisse se presenter si les 
quantiU^ i/,, . Un .. 5>ont reelles et positives, car alors 

«e 2 » quaiitit^s 5,, sont positives et formenf une 

Miilc croissante (10) 

2 " Le^ sommf? 5 , . s,) ne lendeiU \<'rs aacane limite 

Iinic oil indnie. 

Cr ca« sc presentciait, par e\emple, pour la aerie 
. — I -f- I — c H” .. 

'“iiyO 1 orsqii oii |>< ut troLuer Teipression geneiale des 
Somnies vn dona la discutvr pour s'a-^^urei si ju'iur n =rz r 
Iriid nn«' Limle iinie H determiner cella-ci 
r4nrisiderons, par i xeiupl', la progre^^sion geomrlnque 

-I- = 2 ^;'' 

On a 


rM I — /") 



Si [/ j < !, j / el par MUle, lendra vers zero La bene 
f St done conveigenie et a pom somme - - 

Si [/ jli, 5 est, ail contraire, dungeiite; car, pour qu^elle 
conNorgeat, il faudrait qu'ou cut 

o r:: — lima/’^, 

n=r oe 

ce qui ii’a pas lieu; car on a 

lar«l = |tf| [/ I" jla). 
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287 Consid^rons, comme second cieinple, la sene 

fB 

2 (r? 4- /^ — 1) -h n)\ {z-^n-h k) 

0 

Le terine general peut se nietlre sous la forme 

i_r_1_!_^1. 


k^ 


Sommant de i a w toutes ces expressions, il viendra 




k^i 




]■ 


les autres termes se detruisant deux a deux. 
Passant a la liinite, il %iendra 




k “HI 




(5 -h k)^ 

288. Dans le cas beaucoup plus frequent oil Ton n’esl pas 
en mesure de determiner les sommes on sait (9) que la 
condition necessaire et suffisante pour la convergence est que 
Pon ait, pour toute valeur de 


I — i 




!<£« 


Bji ne croissant pas quand n croit, et tendant vers z^ro pour 
/I = 00 . 

On aura d’ailleurs, en passant a la llmite, pour /? = 00 , 
j S/j *— 5 I ^ 

La condition de convergence sera evideinmentsatisfaite si 
Ton a 


I «« 4 .i I ■ 






Cette derniere relation, suffisante, mais non necessaire 
pour que S converge, expnme que la sdrie a termes reels et 
positifs 

T = I «j j 4 --4- I [ 4- . . . 

formee par les modules des termes de S, est elle-m^me con- 
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vergente. Si cette circonstance se presenie, on dira que la 
sene S est absolument convergenie. On dira, an contraire, 
que cette serie S est semi-convergente si elle est conver- 
gente, sans que T le soit 

Les propositions suivantes mettront en evidence la diffe¬ 
rence profonde qui existe entre ces deux classes de sdnes. 

289. Th^oremf — On n’allere pas la valeur d^une 
serie absolument convergente en changeant Vordre de 
ses te? mes. 

Soil 5 = 4 - 112 4-. + «» 4-... la serie donnee Chan- 

geons I’ordre de ses termes; soient V|, v^, .. les rangs res- 

pectivement occupes dans la nouvelle sene s‘ par les teimes 
ttj, .. Soil la somme des m premiers termes de s' 

II faut montier qu’on pent assignor un nombre p tel que, si 
m > p, — s \ devienne moindre que toule quanlite 8 
fix^e d’avance. 

Soit/i un entier a determiner ulterieurement, d^signons 
par p le plus grand des entiers v^, V;^. Si m > p, la 

somme s'^ se composera , des termes ^ Un] 2 ^ d'un 

certain nombre d’autres termes ^/aJ wp? • • • d’indice > n ; soil 
n 4 -/? le plus grand de ces indices. 

De Tegalite 

on deduit 

I 4 ~ ^ 1" H ■+■ 1 ^ a I I «P 1 

< 1 I “4 [ I I 4- 1 ] -H. 4-1 |] < 

expression qui tend vers zdro quand n tend vers go. Done, 
en choisissant n assez grand, on pent la rendre < S. 

290. Rema/que. — On pent, d’une infinite de manieres, 
repartir les termes de s en une infinite de classes contenant 
chacune une infinite de termes. (Nouspouvons, par exemple, 
mettre dans une premiere classe les termes dont Findicc est un 
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nombre premier; dans une seconde, ceux ou il esi Ic prodml 
de deux facteurs premiers, et ainsi de suite.) 

Solent termes de la classe /, ecrits dans un 

ordre d^termind : les series 

. .,oo) 

seronl absolument convergentes, et I’on aura 

Soient, en effet, tim la somme des m premiers termes de 
Sn, celle des n premiers termes de s, II faut montrer d’abord 
que, si m tend vers oo, la somme 

1 I •••“*“ I 1 

tend vers z^ro, quel que soit/?. 

L’entier n ^tant choisi k volonte, prenons ni assez grand 
pour que tous ceux des termes r/,, qui figurent 

dans tt figurenl dans Les termes 
seront de la forme wp, oil les indices a, p, ... 
sont > n Soit plus grand d’entre eux; on aura 

1 I H- • - • -4- I 1 = I I H" I I H“ 

<1 I -4“ • * 1 I < 

quantile qui tend \ers zdro, pour n infini. 

Considerons, en second lieu, la somme 

S/ffi =: t2m. ^//M, 

ou /, m seront pns assez grands pour que Sim conlienne tous 
les termes de Sn ; on aura 

^/m "" ~ ‘ 4 * 4 “» . ., 

a, ... etant > /?; et, par suite, 

I I 

Faisons tendre m vers oc; nous aurons a la limite 


-h ti — 5nl = £», 
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puis, en faisant tendre / veis oo, 

Faisant tendre enfin n vers 00, il viendra 

S ~t“ ^2 • • • 

!291. Th^oueme. — La somme d^une serie seTnUconver*- 
gCTilCj a tcrniQs reels, depend de Vordre de ces lermes, 
eti disposant ceux-ci conv^eYictbleYnetit, on pent liii donner 
la valeur que Von veut, 

Soit 5 = la s^rie donn^e. Puisqu’elle 

est convergenie, on aura 

I j <C £» 

et, en particiihcr, coinme = 

^ I ^n->rp i = I ^n-¥p 1 <C Sn-t-p—1 ■< 

Soient d’ailleiirs et — la somme des termes positifs 
el celle des termes negalifs qui sont contenus dans Sn ; on 
aura 

n = 00 

Mais, d’autre part, la s^rie des modules 

I Mj I +...+ ] u„| -1-,.. 

est divergente par hjpoth^se. Done les sommes 

<rt = |ui|, <x, = I«i|4-... + I«„I = A„+B„ ... 

ne teadent pas veis une limite finie, et, comme ellessont 
positives et vout en croissant, ellcs tendent vers oo. 

Les deux conditions que nous venons de trouver, 

limlAn—B„l=s, lim|A,4-B„| = oo, 
donnent dvidemment 

limA,j:oo, limBa=rao. 

Soient donee I, Cj,... les termes positifs, et'~(f|, —^2,... 
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les termes negatifs de la serie 9. Les deux sommes 

C1-I-C4-+- et ^ 14 -^ 2 + •) 

considerees separ^ment, seront infinies 

D’ailleurs, le rang d’un terme quelconque dans Tune de 
ces series elant au plus egal a celui qu’il occupe dans la s^rie 
^ j . , qui resulle de leur reunion, on aura 

I I ^«4*p 

Cela posd, il est aise de voir qu’en rangeanl convenable- 
ment les termes de la s^rie, on pourra lui donner pour 
somme un nombre M choisi a volonte. 

Prenons, en effet, dans la suite positive Oj, 02? ••• lo^ 
nombre de teimes stiictement necessaire pour que leur 
somme surpasse M (ce qui esl toujours possible, puisque la 
somme Cj-f-. 4-0^-1-. est infinie), puis dans la suite 
negatne — .. le nombre de termes necessaire 

pour ramener Ja somme au-dessous de M, puis dans la suite 
positive assez de termes pour lui faire d^passer de nou¬ 
veau M, etc. 

Soient 5' la nouvelle serie ainsi formee, somme de 

ses m premiers termes. Les quantiles —M oseilleront 
autour de zero et convergeront d’ailleurs vers cette limite. 

En effet, la difference ~ M est au plus egale en valeur 
absolue au terme dont Fadjonctiona produit le dernier chan- 
gement dc signe dans la suite 

— M, 5 ,;|— M. 

Chacun de ces changements de signe exige alternativeinent 
I’emploi d’un terme au moins de Tune des suites C4, • • • 

ou — .... Des que m sera devenu assez grand pour 

que le nombre des changements de signe qui se sont produits 
avant le terme —M soil > a/i, le terme qm a produit le 
dernier d’entre eux occupera un rang superieur k n dans 
celle des suites .. , — , —^2? • • * ^ laquelle il appar- 

tient; on aura done 


1 ^ 1 
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ii92. Supposons que les term^s de la sene au lieu d’etre 
reels, comme on I’a adinis, soienl des quanlites complexes 

-f- i. 

La s^iie lun tendanf vers une limite finie c + <i/,'San 
et Ibn tendront r espective ment vers c et d. D’antre part, la 
sdri'e S [ I = S y/a® + est divergente, par hypolhese, et, 
ses termes dtant positifs, elle a une somme infime. II en sera 
de m^me a joriiori de la somme S(|art|+ |A;,|) dont les 
termes sont au moms ^gaux aux siens. Done, Tune au moins 
des deux senes Sl^nl a une somme mtinie. Done, 

Tune au moms des deux series 'Zon et S6» est semi-conver- 
gente On pourra done, en modifiani I’ordre des termes de la 
s^rie 5, doniler une valeur arbitrage k sa partie reelle, ou a 
sa partie imaginaire. 

293. Tn^oiirME. •— Si deux senes et / = 

sont absolument comergentes, la sene cr=::ZU(xV^formee 
pa?' les pi'oduiU deux a deux de leun tenues, dents dans 
iin ordte quelconque, seta absolument corwergente et 
aura pow somme st. 

Soil, en efiet, la somme des m premiers termes de la 
sdne ff, le nombre f7i dtanl quelconque, mais suffisant pour 
qu’on retrouve dans tous les termes da produit 

n elant un nombre donn^. On aura 

^fh. “ 1I» 

R etani une somme de termes dans chacun desquels 
Pun au moins dcs deux indices a, ^ sera > n. 

Soil R=: UoiV^-v- + ... et soil n+p leplus grand 
des indices a, p, a', p', .... On aura 

r/i I < I 1 •+■ I R 1 

<1 I I «ot| 1 ^^31 + 1 ttdt 11 1. 

< 1 1 4- (I ««4-i 1 -h... -i- I Un^p I) (I [ +.. *-4“ I [) 

-f- (|v/j| 4". . .-H [«» j)(| 4-. . I 
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Or, les ^series S =. S [ j, T = 1 - S [ (^^! ^tant convergent 
^ar hypothese on aura 

I ! + “5" 1 ^rrf^p i 

I *“5- 1 

€t, d’autre part, 

Itiil-H* *4-1 1 “<^5, 

I 1 * “t” j ^ /iH-p I <r 1 • 

Done 

I I I ^ ^/i^9 

quantity dont cliaque terme converge vers -dero si n lend 
\ers 00 . Mais on pent prendre n aussi grand qu’on \eiit, a 
condition de faire croitre en m4me temps m. On aura done 
bien, pour m = 00 , 

Iim|<T;;j— <9^1=0. 

294. Ce th^or^me ne subsiste evidemment pas si les 
series 5 el ^ ne sent pas absolument convergentes. Mais si 
Tune d’elles seulement, /, est semi-eoiA^ergenie, on pent le 
rem placer par le suivant : 

La serie W qui a ponr terme geniral 

H- Ih 4-... 4- ) 


est comergenie et a pour prodait si. 

En effet, on a par hypothese 

I I 4" •. • 4“ [ « »4-p I S/,, 
I ^n+i 4-... 4- ^n-hp I < £«• 
Cela pos^, la somme 

W«=Wt4- ..4-w^ 
est Evidemment Egale k 


Snin— 4- Cft) —. . . 


On en dEduit 


— a«(^?4-V3 4--..(>«). 


I W»— t ^ [ ^jt /ft — 1 4- [ 11 [ 4- I Wj [ I c,i-i 4" [ -h .. 

4-1 i^ft| 1 fs4-. .. 4- Cyj I 

<Un/ft—4-1 i/j 1 4-1 tts I £«-*4-... 4- 1 ttft I €;j. 
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Soil m le plus grand enUer contenu dans Les <|uan- 

titcs £*, , £/, loimint line suite non croissante, on aura, 

a foiiioff, 

\W^ ^U\<\ i 4- (1 4^2 i 4-. .-41 

{i ^hK-^i 1 “4 “4 i 2//i l)ej 

i s („ — I "4 £1 ^n-r t ^fn ^ i ^ 

Si n lend \erh 00, il en sera de m^me de /n et 72 —- m -4 J * 
Done tons los termes du second membre tendront vers zero, 
et I on aura 

linil W/e — Irzro. 

295. Si les senes v et t sent toutes deux semi-conver- 
gentes, la sene W pourra ne plus ^tre convergente; niais, 
elle Test, on aura encore 

yf = sL 

Voiii lu falie voir, nous nous appuierons sur le Icmme 
sunanl 

Si li'A quantite'i i,, ..Sn convergent vers une Umite s 
on am a 

1,„, fL±£*±.lLI±i5 =s. 

«=« « 

On a, en eflfet, 

£L±ii±__l±i2=s4- — 

Ji n 

d’ou 

-4^« ^ 1^1 —51-4 *.-4|<^a 

-- “-^1< 

D'ailleurs, St, Sj, ,. tendant vers une limite s, on a 

1 Sn ““ 1 

et a la limite, en faisant tendre p vers oo, 

1 — 51 < e^* 
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Done 
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£| "f* H” 

< t: 




Les quantiles s formant une suite non croissante, on aura, 
<t fortiori^ en designant par 5i Pentier positif le plus voisin 

de 

<£1 H- « « . H- 
n 



_ Xej 
< — 4 “ 


el, en faisant tendre n vers <3o, 


hiril 


n 


^ O, 


Les quantilfis etant toujours supposees con¬ 
verger vers 5 , leurs ipodules |5||, | | convergent evi- 

demment vers 1 5 j. Done on aura egalement 


liiB 




Si done les senes W sont convergenles, on aura, en 
designant respectivement par Sn^ tn. Wn les sommes de leurs 
n premiers termes, 


s = Iim — 




W = lirn 

296. Cela pos^, on a 


n n 

.H-W. 

n 


~ . .H- S^fi) 4“ ... 4 - 4-... 

= Wj 4“ U 2 14-..., 

Wi 4-... 4- ^n4- (Wi 4- 14“... 

~ $1 tji 4" ^j 1 4" * • • 4* • 



s£rii<s. 


Posons 

s^L—s == Alt,, /j;.— ^ = X‘n, 

d’ou 

On aura, en designant encore par m le plus grand nombre 

entler contenu dans - > 

2 

+ • • + 

€l, par suite, 

Wt-4-.. -t-W„ (5<+. m rt —/n 


/i w /^ «— iw /i 

—mn-i ) » * "4~ A^ti ) 

n 

Passons 4 la limite pour n = oo. Si I’on remarque que m 

et n — m deviennent mfinis aVec n et que ~ont 

^ n n 

pour limite commune 5 , on voit que la limite du premier 
membre sera 


w —- = w-»i, 

2 3 


Done on aura 






Or ce second membre tend vers z^ro. En effet, son module 
est au plus ^gai a 

I 1 . -4-1 I -4"^ .,^tn\ti\ 


„ 1 ?i 1-H-.H-I 9/„| m ^ , } ft 1 4"« | ^ , 

< m TT ^"“'"+1 n^m n 
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r\ • * 1 I I “^1 

Or, SI n tend vers oo, i—- - - 

' m 

LM . ± ... z± . l^-"’l vers |H, - et 

n — m * /I n 


tendra vers j^], 
'prs i, e{ 


vers z^ro. 


297. Cherchons a obtenir des regies qui nous permeltent 
de dislinguer si une s^rie est ou non convergente. 

Considerons a cet effet une serie dont le terme general 
soit un produit de deux facteurs, telle que la suivante . 

2 dji Uji^ 

Cette s&ie sera convergente si la quantity 

( 2 ) J *4“. • • “H ^n-+p I 

tend vers zero pour /i = oo, quel que soil p. Elle sera indme 
absolument convergente si 

I ^«+l 11 I I I I W/j-t-p I 

tend egalement vers z^ro. 

Cette derniere condition sera certainement satisfaite si : 
I® la s^rie 'Sun est absolument convergente, 2 *^ les modules 
des facteurs a^j ne surpassent pas un nombre fixe A. 

On aura en efiet, dans ce cas, 

1 11 ^n-hl I -h • • . H- I (Xn-hp 1 i ^n+p 1 < A(l£«„+i|+ . -+.| I) 

<Ae„, 

quantity qui tend vers z^ro pour n = <x>. 

Done, e/i multipliant les termes d’une s^rie absolu¬ 
ment convergente par des facteurs dont les modules ne 
surpassent pas un nombre fixe, on obtient une nouvelle 
sirie de mime nature. 

Si, de plus, les modules des facteurs Un ne deviennent 
jamais inf^rieurs k un autre nombre fixe a, leurs inverses ne 

pourront surpasser -> et Ton pourra r^ciproquement con- 
clure de la convergence absolue de la s^ne 2a-», celle de 
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la serie Les deux senes seront done en m^me temps 
dbsolument conv6rgentes ou non. 

298. Deux autres cas de convergence certaine peuvent 4lre 
mis en evidence, en meltant Fexpression ( 2 ) sous la forme 
suivante . 

1 • *+" W»+l) 

j “H ( ^n+p—i ^ii+p ) (1-'+“ • • *4“ ) 4“ . H“ ( 0£b.+i **“■ 1 

— I p'^^n) 

4“ (OK/n-p) (^n+p —1 ^n.) 4“ • 4”(c£;i+l Ctn-^i) {^n+l — 

Soil Ma le plus grand des nombres —5ft|, .. , 

I L’expression precedente sera au plus ^gale a 

(^) (I I 4“ I ^/14-p-i ^«-4-p 1 4“ . 4 -I ^^4-1 

Cette quantite tendra vers zero pour /2 = cc, si Tun des 
deux facteurs qui la composent tend \ers z^ro, Pauire res- 
taut fini. 

299 Supposons, en premier lieU) avec Dincblet * 

Que la s^ne 

(4) — 4~•'•4-|an+l“-«a|4- 

soit convergenle; 

2 *^ Qu’on ait, pour n = 00 , 

lim aa=o, 

3® Que les modules des sommes 5^, ^ 2 ? • surpassent 
pas une hmite fixe L. 

Si ces conditions sont remphes, on aura 

(5) I OCn-fp-l — *«4-p 1 4“ ... 4 - I <Z/n-i — 1 •< 

tendant vers z^ro. 

D’apris la seconde hypoth^se, o^n^p tendra ^galement vers 
z^ro. Enfin les quantit^s | Sn+p —-^a j) • • • et, par suite, Mb ne 
surpasseront pas aL, II y aura done convergence. 

J.-l. 


to 
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Le C 3 S particulier le plus int^ressant est ceIui 06 I’on sup¬ 
pose . 

I® Que ies quantites « sont positives el d^croissantes; 

2 ® Qu’on ait lima„= 0 , dans ce cas, la sdne (4), qui se 
r^duil k 

(<r, —«i) + (as —!!!})+•••; 

est dvidemment coavergente, et a pour somme a,; 

3“ Que les quantitds « 2 » ••• foment une suite pdrio- 
dique, telle que la somme des temes d’une pdriode soil 
nulle. 

Partic ularisons encore, en supposant que la suite dfea u se 
r^duise a la suivanle, 

—I ^ I ^ -*i“ T f I) ■ t j 

nous obtiendrons ce th^or^me : 

Une sene 

«i — a* + —^4 -4-.. M 

dont les termes sont posiUfs et decroissants, et lets que 
Von ait Um««= o, est toujours confer genie. 

300. Supposons, en second lieu, avec Abel; 

I® Que la s^rie (4) soil convergenle; 

2 ° Que la s^rie -h... 4 - . . le soit aussi. 

L’expression (5) tendra encore vers z^ro* On a, d’autre 
part, 

I I ^<1 ] 1 A, 

A d^signant la somme de la s^rie (4)® 

Done le premier facteur de (3) restera au-dessous d’un 
nombre fixe. Quant aux quantites elles 

seronl toutes moindres que %n* Le second facteur tend done 
vers ziro, el il y a encore convergence. 

La convergence de la s^rie (4) est ^videmment assur^e si 
les quantiles oci, . . sont rdelles, positives et non crois* 
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santes; dans ce cas particulier, on aura done le theordme 
suivant: 

Une sirie convergente reste encore comergente si Von 
multipile ses divers termes par des nombres posilifs for~ 
mant une suite non c/ oissante. 

301. Les series absolomenl convergentes, 4tant les seules 
on I’on puisse changer 4 son gr^ I’ordre des termes, peuvent 
seules 4tre employees commod6ment dans I’analyse 11 im- 
porte d’apprendre a les reconnaitre. Cette recherche doit se 
faire sur la s^ne des modules, dont les termes sont reels et 
positifs. Cette circonstance donne un intdr^t particulier 4 
I’dtude de la convergence de ce genre de sdries, qui va dd- 
sormais nous occuper exclusivement. 

Cette recherche est fondle snr le pnncipe snivant: 

Si une sirie (A termes positifs) Spb « ses termes plus 
petits A partir d'un certain rang que ceux d'une sene 
convergente de mime nature Sb,, elle sera elle-mime 
convergente. 

En effet, si I’on a 

Vn. < «», •+■..'.+ u„+p < e„, 

on aura a fortiori 

Vfl+t-+-. •. + 6*. 

II est d’ailleurs Evident qu’on n’altfere pas la convergence 
d’une sdrie en modifiant arbitrairement un certain nombre de 
termes au ddbut. 11 suffit done que I’indgalitd Vn<. u» ait 
lieu pour toutes les valeurs de n qui surpassent un nombre 
fixe V. 

Si, au coniraire, la sdcie a ses termes plus grands que 
ceux de Su#, et si cette demiere sdrie est divergente, 'Svn 
le sera. 

La demonstration est la m4me, le' sens des indgalitds dtant 
renversd. 
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Pour juger de la convergence ou de la divergence d une 
Serie^ il comienlra done de former iin tableau de senes 
convergentes, un autre de series divergentes, auxquelles on 
comparera la sene donnee. 

302. La comparaison avec une progression geometrique 
nous fournit une premiere regie simple et suffisante dans 
un grand nombre de cas . 

La sene est corner gen te si, a parin' d'un certain 

rang, on a constamment r, r etant une constante 

< I; di^ergente si, a partu d^iirt certain rangj on a 

I, d’ou I. 

Car on a, dans le premier cas, 

Un< r", 2r» convergente, 

et, dans le second, 

Un> J", 2i»divergente. 

Le premier cas se presentera, en particulier, si \/u^ tend 
pour n = (x> vers une limite I momdre que i , car soil /• une 
quantite quelconque comprise enlre t el Funile, on pourra 
trouver un nombre v partir duquel \/Un differera de / d une 
quantite momdre en valeur absolue que r 1. h. partir de ce 

moment, on aura constamment r* 

On volt de mdme que le second cas se presente si 
lend vers une Iimite > i. 

303. Lorsque la regie pr^c^dente ne s’applique plus, on 
se trouve conduit a chercher de nouvelles series moins rapi* 
dement convergentes (ou divergentes) que les progressions 
geometnques, pour leur comparer la serie donnde. 

On peut construire a volonte de semblables sdries par les 
considerations suivantes : 

Soit Ml, Mn line suite de quanlites positives crois- 



SERIES. 


293 


santes, et telles que Ton alt lim = oo. La s 4 rie 

(6) M,+ (M2--M,)4- 

sera une sene divergenle a termes positifs, oii la somme Sn 
des n premiers termes sera M/i. 

La serie 

sera, an contraire, convergente; la somme des n premiers 
termes a pour valeur ^ -M”’ expression dont la limite s 

Rdciproquement, toute s^rle k termes positifs pourra 4tre 
mise sous la forme ( 6 ) si elle est divergenle, sous la forme ( 7 ) 
si elle est convergente. Les quantiles . , M„ seront d^- 
termin^es, dans le premier cas, par la condition 

dans le second, par les conditions 

I _ I g _ 

Si:-"' m: 

d’ou Ton tire les valeurs 

304. Nous aliens montrer que la suite M|, . M/*, ... 

permet de construire deux systemes de series en nombre 
illimit^, k convergence (ou 4 divergence) de moins en moms 
rapide, et dont les series ( 7 ) et ( 6 ) ne sont que les premiers 
termes. 

Nous nous appuierons, pour le faire, sur qoelques in^ga- 
lil^s de kRiiorie des logarithmes que nous allons etablir. 



PREMlj^Rfi PARTIS. 


CHAPITRE HI. 


Si > O5 on aura 


-^-...>1-4-^, 

I . Sr 


d’oil, en posant 37= — - (y > «)) 


— y 

e = >rf. 


Mais oa a, d’autre part, si 0 < a? < i, 

C*=i + ar+^+. .<1 + 37 + 37*+.. 

y — Z , y 

d^ou, en posant x = — (y > 

^ y 


En prenant les logarithmes dans Ics deux membres de ces 
in^gaht^s, il viendra 

(8) r?'^<Log7 —Log*<^2^^- 

J ^ 

Plus gdneralement, posons 

Log Log Logs ar, LogLogj^ = Logao?, 

K^x = Logs? LogaS?v, .LogjiS?. 

On aura, stjr> 

Log/> Log Log|t/>Logpt^, - 

Appliquant les indgalil^s (8) a I’expression 


= Log 


il viendra 
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Faisons le produit des in^galil^s obtenues en posanl sue- 
cessivement p = I, 2 , m — i; multiphons encore par 
Fin^galit^ (8); il viendra 


( 9 ) 


> Log,„ 1 — Log,„5 < 


sA 


m~i - 


30S. Ces pr^liminaires pos^s, nous poiivons ^tablir le 
th^oreme suivant: 

THtoREME — Sofi M|, . , M« une suite de quantiles 

positives satisfaisant aux conditions 

^ lim M;2 ^ 

et soit p une quantiti positive quelconque: 

Les series 

— Mn Y M„.n — M« 

Mn+iMg ’ ^M»^iLogM„+j LogPM,’ 

V Mb.<.i — M» 

^iw-i A/n Log^, M,t 


senont toutes convergentes, et les siries 


M„ yn Mb+i — M„ 
M M„ LogMa * 

seront toutes divergentes 

En effet, les quantiles Mf, 
demment aiix conditions 


la s^iie ^ 


Mg+.>MP et 
Mf,+.-M£ 


Y Mb.,. 1 — Mn 

^ M„A„M, ’ 


, MP, ... satisfaisant ^vi- 
iim Mg=oo, 


A MP+.Mg "V ‘ 

La s4rie le sera ^galement (297) si le 

m£/ *“ Mrt-j-jMj 


sera convergente ( et aura pour somme 


MS 

rapport 




' 
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des termcs g^neraux de ces deux senes reste infeneur k une 
hmile fixe 11 est aise de voir qu’il en est ainsi, car, si nous 
posons, pour abr^ger, 


et g sera positif et d i Soil pun entier qiielconque, tel que 
Ton ait < p. On aura 

_ 1 pt—t 

-^ <;;; j-4-dp. 

I — 


Done la sene 




est convergente, et Ton sait d’ailieurs que la s^ne 
est divergente 

En second lieu, les quantit^s 

Log/nMj, , Log^M„ . , 

satisfont ^Yidemment aux relations 

Log,„M^, lira Log^M„=ao. 

n=a» 

Done la s^rie 

bog^n Mjn 

^ Log,«M 

WH-l 

est convergente Or, en appliquant Fin^galit^ ( 9 ), on voit 
que ses termes sont plus grands que ceux de la s 6 rie 


M»4 -i A,w_i Mu^i Eog;^Mii_f.i bog^M,^ 

— M„ 


A/n Eog^ M|j 

Gelle-ci est done convergente. 


De m^me, la ^erle 
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2) (— tog,„ M„) 


csl dnergenle^ et ses termes sont plus petits que ceux de la 
sene 




Celle~ci est done divergence 


306. Comme application particuliere, posons 


Mi = i, 


Mn — 


Nous obtiendrons la suite de series divergentes 

2 /i Log>i' ’ 2nA,rt'i’ 

Posanl, d’autre part, Mn = « — i, nous aurons de mftme 
la suite de senes conVeigentes 


y_L 

M nin -- 


(/i-^ i)P 


2 nhogn LogP(n —i)’ 


A cette demiere suite, on peut substituer celle-ci, dont 
les termes sont respectivement plus petits et dont la forme 
est un peu plus sunpie : 

(JtO 2 n*+P’ 2/i Log^'^P/i’ ’ 2/iA,„nLog? n 


On rfinarquera que, x etant un nombre donn^ quelconque, 
ses logarithmes successifs Log a;, Log2a7, d^croitront sans 
cesse et finiront par devenir negalifs 

Si Log X est n^galif, il n’aura plus de logarithme arith- 
inetique, et les syinboles suivants Logi^,., x, ... n’aurontplus 
de sens, ll pouiradonc se presenter au debut de chacunc 
des sdrles types o) et (i i) un nombre limits de termes illu- 
soires, sums d’un terme n^gatif. ALtis on pouria leur sub- 
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stituer des nombres positifs arbitraires sans alt^rer la con¬ 
vergence ou ia divergence. 

307. Les considerations suivantes montrenl directement la 
divergence des series (lo) et la convergence des series (i i). 
Elies permettent, en outre, d’assigner deux limites entre les- 
quelles se trouve comprise la somme d’un nombre quelconque 
de termes consecutifs de chacune d’elles. 

Soil F(n) une fonction de n, dont la derivee /{n) soit 
positive, continue et decroissante, et tende vers zero pour 
n=ao. On a, pour les valeurs de a? comprises entre n et 

72 + 1 , 

el, en integrant de /i a /i 1 , 

/(w )>J /(a?)£isi?>/(/i i). 

Posons successivement n = v, v H- i, .,., v -h — i et 
ajouloDs les inegalites obtenues; il viendra 

/ v-f-p 

/(a?) dx 

>/(v4-i)+. -t-/(v+/>). 

La somme/(v + 1 ) +... +/(v + p) sera done comprise 
entre les deux nombres fixes 

/ V+p 

/(jr) <ir = F(v 4-p) — F(v) 


/(«) do; +/(v+p) -/(v). 


Soil en particulier 


F(/i) = Logn, d’oii f(n): 
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posons en outre v =• i, nous voyons qiie la somme 


-h. 


2 3 /? 4-1 

est comprise entre Log(p + 1 ) et Log(/? h- 1 ) _1-i. 

Si V tend vers oo, /(v) et /(v -4-/>) tendant vers zero, on 
aura 


f{x)dx. 


lim 

V 


Pour que ia serie S/(/i) soit convergente, il faiit et it 
suffit que le premier membre de cette egalit^ sou nul quel 
que soit />. La condition necessaire et suffisante pour la con- 
vergence est done que Tintigrale 




/{ir)flte = F{v-h/>) — F(v) 


tende vers z^ro ou, ce qm revient au mSme, que F(n) tende 
vers une limite finie pour n = oo. 

308. Gela pos^, les fonctions 

Logn, Logi/i, Log 1 

qui ont respectivement pour d^riv^es 

I I I 

n nhogn nAmn 

deviennent iuBnies pour n — co^ Done les senes ( 10 ) sont 
divergentes. 

Au contraire, les fonctions 

n-P Log^Pn 
~P' *“P ' 

qui ont pour d^rivdes 

I I ^ _ 

nLog^'+'P/i' * ^ nA^/iLogP/i 


Log;;P/i 



1 
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s’aisaulent pour « = oo. Done les series (ir) sont conver- 
genles. 

309. La remarque suivanie fournit un second proc^di 
pour juger de la convergence d’une sdne 4 termes positiis 
par comparaison avec uue autre sene de m^nie nature i 

La sene est convergente si, pour toutes les valeurs 
de n non inferieures it un nombre fixe v, on a 

^ ^»4-t 

la sene S Un etant convergente. 

Elle est divergente si,pour on a 

Vn 

la sene ^un etant diver genie. 

On a, en effet, dans le premier cas, 

Done, a partir du rang v, la sdrie Xv„ aura ses termes ao plus 
egaux a ceux de la sdne convergente ^Hun, elle est done 

Uy 

elle-m^me convergente 

La seconde partie du theoreme s’dlablit de m4me, le sens 
des in^galit(5s ^tant change. 

310. Si Ton suppose que Si% soit une progression geo- 
metrique de raison r, on aura k proposition suivante : 

La serie Svn sera convergente si, pour v, on a con-- 
stamment 
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eteti parliculier $i—tend vers une limite I plus grande 


qiie 1 


Elle sera dipergente si, pour on a constamment 


311* La consideration des senes (lo) et (i i) conduit a des 
regies plus precises. Pour les formuler, calculous pour cha- 

cune de ces series la valeur approchee du rapport ? en 

j negligeant les termes d’ordre plus elev^ que 
On a, avec cette approximation, 

{n -H i)P _ P ^ p (p—0 

nP nP n 2 ^ 


Log (« ~h i) == Log n -H Log^j -4- --j 

Logs(/» + i) = Logj«+’Log^H- 

= Logj/JH- -,' — 


n Logrt 


Log.w { I H-T— 


ggnfiralenient 


Logm(« + *) = + j’ 

LogP. (n -1-1) = LogP, ff 4 - 
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Enfin 
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n -4“ I 1 

n n 




n\„ 


(*“*" n) nLog/i)‘*’(^"^ nA„n} 


:i4_ i -1-- 

n a Ldg/i 




ilziiilllf _, . l±i , (t-i-p)p 

/i*"*"? n an* * 


. .. * .. 

(n -h i) Ain(n i) Logf;t(n H- f) 
nA,„/iLogg»n 


= 1-4- 


t 

n 


nLogn 




Telles saniles valeurs du rapport pour les series (lo) 
et (i i). La premiere de ces valeurs seule est exacte. Les 
autres doivent ^ire complyt4es par un reste de la forme ^7 
dtant infiniment petit pour n = 00 . 


312. Cela pos^, une s^rie l^Vn sera divergente si, k partir 
de /I == V, on a constamment 




ou, plus g^ndralement, 



X ^tant une qaantiK^ positive fixe. 


X 
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Ea effet, en la comparant k la s^rie (lo) correspondante, la 
difference 

jffl U„ «_ 

finira par devenir negative, 6a etant infimment petit. 

Au contraire, Ivn sera convergente, si Ton pent trouver 
une qitantite positive X telle que Ton ait, 4 partir de n = v, 

«’»+! « 
ou, plus g^n^ralement, 

'I nLog/i 

En effet, comparons la serie 4 la s^rie correspondante 
lun, formee avec une valeur de p momdre que X La diffe¬ 
rence 

^ s X — p ^ Bfp 

prendra, pour de grandes valeurs de n, le signe de son pre» 
uiicr terme, qui est positif. 


313, Lorsque le rapport est developpable suivant ies 
puissances entieres de ^ (ce cas est a peu pres le seul qui 


se presente dans la pratique), les regies precedentes permel- 
tent de decider, dans tons les cas, s’ll y a ou non conver¬ 
gence, 

Soit, en effet, ens’arretant aux terines du second oidn*, 


^ n 


|3 9 ; 

•a+J-+ 
n n* 


6', restant fini pour re = oo. 

Si a< I, ou a= I, il y aura divergeacej car, en 
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comparant la serie a la suivante, 

<j[m est divergente, an aura 



et le terme principal, qui, pour de grandes valeurs de 
donne son signe a cette expression, sera n^gatif. 

Au contraire, si a > i, ou a = i, p > i, il y auia conver¬ 
gence; car, en comparant la s^ne a la s^rie con\ergente 

2""“2nLog‘-+'P«’ 

on aura 

JV._^ ^ Q —« _ ^ + P 

^»+l ««+l « /I Log/* /** 

expression qin, pour n suffisamment grand, sera positive, 
jcar son terme principal est positif. 

314. Voici ujie derniere r^le de convergence, due a 
M. Kummer 

Sif pour V, on pent mettre le rapport sous la 
forme 

llL ^ ?5±i±^, 

CL, Oyy ,. , ... designant des quantites positives quel- 

conques, la sene Ivn sera convergenie. 

On a, en effet, / 

_ Vn^n 

—--- 


Ajoutonsles equations obtenues en donnant successivemeni: 
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4 n les valeurs v, v + 1 , v -f- jo — i; il viendra 

PV+1+...+t'v4.p= < iiifx 

a ^ 

Done la somme du premier membre tend, pour pz=zix>^ vers 
une limite au plus egale A 

318. Si;RiES k DOUBLE SEKS. — Ou cousid^re parfois des 
series telles que 

( 12 ) .. .-h .. 4 - tto4- . *4- M 

form^es d’une infinite de termes sMtendant dans les deux 
sens k partir d’un terme central Mo- La somme s d’une sem- 
blable sene sera, par definition, la hmite de la somme 

W + * • -f-. .4- 

lorsque m ei n tendent tous deux vers 00 , sans fttre lies par 
aucune relation. S’il existe une semblable limite, la serie sera 
convergente. Pour cela, il est evidemment necessaire et suf- 
fisant que les deux series partielles 

ao4-.. .4-an4- . et a->i4-. 4-a-.w4“ .. 

soient convergentes separemenl. 

La serie ( 12 ) sera absolument convergente si ces deux se¬ 
nes le sont. On pourra, dans ce cas, alterer 4 volonte I’ordre 
des termes sans changer la somme de la serie; les ecrire, par 
exemplc, dans I’ordre suivant, 

Mo 4* Mj 4- 4“. .4“ Ufi 4" U^n, 4“ • -., 

de maniere a n’evoir plus qu’une serie ordinaire. 

Pour former le produii de deux senes de Tespece (la), 
lorsqu’elles sont absolument convergentes, on n’aura evi¬ 
demment qu’a former ies produits de leurs termes deux a 
deux; tes termes amsi oblenus, ecnls dans un ordre quel- 
conque a la suite les uns des autres, formeront une nouvelle 
serie, egale au produit cherche* 
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316. Series multiples. — Soil systeme de 

quantiles, distingu^es les unes des autres au mojen de plu- 
sieurs indices mi, m 2 , ..dont chao^in peut prendre une 
infinite de valeurs entieres (par exemple, toutes les valeurs 
entieres et positives). 

On peut, d’une infinite de mameres, ecrire ces termesSila 
suite les uns des autres et former ainsi une s^rie o\i chaque 
ierine figure k un rang determine, sans qu’aucun dVux 
soit omis. (On peut, parexemple, en designantpar ei, ^ 2 * 
une suite quelconque d’entiers croissants, Ecrire d’al 
dansTordre qu’on voudra, ceux des termes nombre 

limile pour lesquels |mi |H-(m 2 | + ...5ei, puis ceux, en 
nombre limits, ou cette somme est >ai, mais^e 2 , et ainsi 
de suite), 

Une serie amsi form^e 

V mr •4“ -f-,«• -4“ . , 

dont les termes successifs ne sont autres que les nombres 
Merits dans un certain ordre, repr^sentera pour nous, 
si elie est convergente, une valeur de la sMe multiple 
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Toutes les series V se deduisant de Pune d’elles V' par le 
changement de Tordre de ses termes, on voit (291-292) que, 
si V' est semi-convergente, la s^rae multiple admet une infi¬ 
nite de valeurs differentes, Le symbole n’acquerra 

done un sens precis que lorsqu’on aura 6x6 Tordre dans le- 
quel les termes devront 6tre successivement ajoutes. 

Au contraire, si V' est absolument convergente, la serie 
multiple n’aura qu'une valeur unique (289). Noui> diroas^ 
dans ce cas, qu'elle est absolument convergente. La sene 
plus generale Wj sera egalement, si les mo¬ 
dules des multiplicateurs ne surpassent pas un nombre 

fixe (297). Enfin, on obliendrale produit de deux semblables 
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Series en multipliant leurs termes deux k deux et ajoutant 
dans un ordre qaelconque les produits ainsi obtenus, 

317. Consid^rons en partieulier la s^rie a termes r^els et 
positifs 


(i3) 


s=2 


(otJ + 


(oil I’on exclot ie terme correspondant 4 m, = mj... =w»=o, 
qui seraot infim), et cherchons dans quel cas elle sera con- 
vergente. 

Soit a? un entier positif qaelconque. Le nontbre des sys- 
t 4 mes de valeurs de m,, in» dont la valeur absolue ne 
surpasse pas a est dvideinment dgai a (aa; + 1 )" — i. Si nous 
excluons ceux de ces systfemes oil /w,, m, sonttous < 3 ? 
en valeur absolue, il en restera 

(2iP4-i)'*— (aaj — i)*=:rna“ar"-‘ + .... 


Soit S 4 , 1 ’ensemble des termes de S qui correspondent aux 
syslfemes restants. Ghacun de ces termes est dvidemmeni com- 

pris entre les deux limites suivantes ^ et a“ra 

done 

fta“3f"-‘_e B * fta^ft?”^*^... 

>'’*>ft“ 


On a d’aiUeuTs, dvidemment, 

S S3 S| H-. . • + 80 *+ . 

et, par suite, 

TjSj^T, 


en posant^ pour abr^ger, 




T=2,—^ 


oresl 


S sera done convergentc ou divergente en m4tne temps que T* 
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Mais on peut ^videmment 6crire 


1=2 


A, 

^ 2 a— 


a =.1 


A,i tendant pour ;z? = Qo vers la limite constante Pour 

que T soil convergent, il sera necessaire et suffisant que la 
sdrie 


I 


I 

^2a—«H-i 


le soil, ce qui donne (306j la condilion 

2 0L'> n. 

318 Ce rdsultat peut ^tre g<^neralise cornme il Suit . 
Soient o une function continue homogenede degre aades 
indices une fonction des m^mes indices, de 

degi^ mf^rieur kia. 

Si la fonclion <p est de telle nature qu’elle ne s’annule pour 
aucun syst^me de valeurs r^elles des yanables /7^^, /Wa? • 

(le systeme o, o, except^), la sdrie 

(ou Pon exclut de la soinmation les termes pour lesquels on 
aurait ®-f-<j^ = o) sera comergente si a>> divergente 
- n 

SI 

^ 2 

Ea effet, donnons successivenient aux variables mi, /n 2 , 
tous les sysl^mes de valeurs reelles qiii salisfonla la condition 

Les valeurs correspondantes de cp seront evidemment finies 
et de m^me signe, car » ne pourrait cbanger de signe qu’en 
s*annulant. 

vSoient K la plus grande de ces valeurs, A Ja plus petite. 
Le rapport des fonctions (p et (mj + .+■ restera com- 
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pris entre K et A: pour tous les systemes de valeiirb qu’on 
considere. D’ailleurs ce rapport, etant une fonction homo- 
gene el de degre z^ro de w,, . ne depend que des 

rapports mutuels de ces quaatites; il sera done toujours com- 
pns entre K et A- 

D^autre part, etant de degre < aa par rapport a ;W|, 
mm son rapport a .. H-tendra veis z^ro sj les 

variables ^ 4 , ou seulement quelques-unes d^entre 

elles, croissent mddfiniment; car ce rapport esl moindre que 

-^9 mp designant la plus grande en valeur absolue des qiian- 

nip 

tit^s nim et ce dernier rapport tend ^videmment 

vers zero. 

On aura done 

Am, 7 »„ etant une quantitd finie, comprise pour des valears 
suffisamment grandes des variables entre deux hmiles fixes, 

voisines de K et de A*. La sdrie V .—^—r sera done conver- 

gente ou divergente en m^me temps que la s^rie S eonsi- 
ddree tout a I’heure 

319. Comme application, considerons la sene 

S __ I _, 

“ (2(Oi/7l, 4 - 

ou 2 (i)| = fl'-h < 2 "«, 2 ( 02 = i'-f* z = sont des 

quantiles complexes et a une quantity positive. La serie des 
modules a pour terme general 

_I_ _ i 


a 

<p zz: [(a'/7i,4- (<Z^mt4- b^f^hYy 


en posant 
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La foBCtion y est continue et hoinog^ne de degr4 a. Enfin. 
elle ne s’annulera que si /«»= i» 2 == o, pourvu que le ddter- 
minant V soit diflPdrent d© z^ro. 

On voit done, en appliquant le th^oreme pr^c^dent, que 
la s^rie sera absolument convergente si a > a. Elle sera 
divergent©, on semi-convergente, si a< 2 . 

320, Pboduits iNPiNis. — Solent, comme prdc^demment, 

une suite ind^finie de quantit^s. Formons les produils suc¬ 
cesses 

n, = «„ 

• ... 

UfU^¥ . 


Si n augment© inddfiniment, il peut se faire • 

I® Que ces produits successifs ne tendent vers aucune 
limite determinde; 

2 ® Qu’ils tendent vers ao; 

3® Qu’ils tendent vers une limite finie 0. 

On dira, dans ce dermer cas, que le produit infini 

est convergent et a pour valeur II. 

321. Nous admettrons, pour plus de gdneralitd, que M|, .. , 
Un^ ... puissenl dtre complexes. Soit, en gendral, 

bni=pn(cas h- i sin)• 

Le produit!!« aura pour module pi.. .p« et pour argument 

Deux cas de convergence seront a distinguer suivant que, 
pour n = 00 , Uji tend vers zero ou vers une limite difidrente 
de zero. 
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Le premier cas se presentera, quels que soient les argu¬ 
ments, SI Ton a 

limpi.. pB=o, 
ou, ce qui revient au m^me, 

hmLogpi,. p«ir:lim(Logpi-4-. H-Logp„) 

Ce cas se reconnaitra done a ce caractere que la s^rie 
Logpi-h* •Logpn-4“ . 
est divergente et a pour limite — oc 

322. Supposons, au contraire, que tende vers une quan¬ 
tity fixe diflfyrente de z^ro, ayant P pour module et A pour 
Fun de ses arguments. II faudra evidemment pour cela qu’on 
ait 

Logpi-h ..-+-Logp;,r:i.LogP4-R;j, 

4- «;*=: A 4- aXTaTT-f- 

kn etant un entier et R^, des quantiles qui tendent \ers 
z^ro pour « = oo. D’ailleurs les arguments ai,..a^, n’etant 
dyierminys chacun qu’aux multiples prfes de 27c, pourront 
ytre choisis successi^ement de mani^re a faire evanouir les 
enliers A",,, de sorte que les deux series 

(14) LogpiH-. ,-+-Ldgp«-h 

(15) , . 

soient convergentes (leurs sommes ytant LogP et A). 

Au lieu de la syrie (i4)? *1 sera souvent plus commode de 
considerer la syne 

(t6) Logp^-H ..-l-Logp*-h. 

qui s’oblient en doublanl tons ses termes. 

Si les syries (i5) et (i6) sont ab^^olument convergentes, il 
en sera de my me du produit II, dont la valeur sera yvidem- 
ment indypendante de Fordre des facteurs. 11 en dypendra, 
au contraire, et sera semi-convergent, si Tune ou Tautre des 
deux series est semi-convergente. 
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Une condition necessaire, sinon suffisante, pour la con¬ 
vergence des sdries ci-dessus est que leurs termes tendent 
vers zero pour /2 = oa..Il faut pour cela que tende vers 
Tunit^ et vers zero. Mais on a 

( sin^ 

= a„=arc| 

f 

I p« 

II faudra done que Un tende vers Funitd et bn vers zero. 


323. Theoreme. — Pour que le produit 

n=«j, ,u,i . 

soit absolument convergent vers une limite different^ de 
zero, il faut et il sujfit que la serie 

1)4-. . 

soil absolument convergente. 

En effet, la convergence de cettc s^rie, comme celle du 
produit, exige evidemment qu’on ait 

linia„=i, limdttHro, Jiropre=i. 


Cela posd, les expressions 

Logp; _ Log(i 4- pf,— j) _ 





tendront dvidemment vers Funit^ pour w = oo. Ces facteurs 
seront done, a parUr d’un certain rang, mferieurs a une li* 
mite fixe, et il en sera de meme de leurs inverses. Done les 
series (i5) et (i6) seront absolument convergenles en mdme 
temps que les series plus simple^ 
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et 



Mais, si la s^rie ^ bn est absolument convergente, ii en sera 

de m^me de la serie ^ b^j dont les termes ont des modules 
moindres, au moins a partir d’un certain rang. D’autre part, 
la s^rie ^ i^n — 0 s’^crire 

et sera absolument convergente en m4me temps que la sene 
"^{an — i), puisquelefacteur a« + i tend, pour/? =a», vers 

une limite fixe ^gale a 2 . Done, pour que D soil absolument 
convergent, il faut et il suffit que les deux series 

2(a„ —i) et 

soient absolument convergentes, ou, ce qui revientau m^me, 
que la s^rie 

1 + 6»t) jj 

le soil. 


324. Consid^rons, comme exemple, le produit 




Il sera absolument convergent si, a dtant > 1 , les coeffi¬ 
cients A,, An, • •• oat leurs modules mffineurs 4 une 
limite fixe M. On aura, en elTet, 



et ^ -^5 est convergente, comme nous I’avons vu. 
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Le contraire aura lieu si a^i et si An, .. out 

leurs modules supeneurs a une limite fixe. 


32S. Comme application, considerons i’expression 

I 2- . .(/I — l) 


n(«,-5)=: 




Soil r(; 5 ) la limite vers laquelle elle tend pour n = (x>. On 
aura evidemment r(5;) = oo si ^ est un entier negatif, car, a 
partir de la valetir n = ^ -H i , toutes les fonctions n(/i, x) 

auront un factenr nul au denominateur^ 

Pour toute autre valeur de r(^) aura, au contraire, une 
valeur finie et d^termin^e. En effet, on peul evidemment 
dcrire 


T{z) Z=ll(2,z) 


n(3.^) 


n(/i -+-I, -5) 


et il ne reste qu’4 prouver la convergence de ce produit infini. 
Or on a 


z) n-h s n* 



An tendant, pour n = 00 , vers la limite fixe —il. Le pro¬ 

duit est done absolument convei*gent. 

326. On a parfois k considerer des produits infinis dans 
les deux sens ou des produits multiples. Leur introduction 
ne pent plus offrir aucune difficult^. 


nr. — Series de fonctions. 

327* Siunes<5rie 

dont les termes sent des fonctions d’une ou plusieurs va- 
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riables y, . . est convergenle poar tous les systfemes de 
valeurs de ces variables constiluant un certain domaine, elle 
repr^sentera dans ce domaine une fonction de y, .... 

La convergence de la s4rie sera uniforme, si Von pent, 
quelle que soit k quantity positive e, determinei* un entier v, 
ind^pendant de a?, y, . et tel que, pour n > v, on ait tou- 
jours 

Is — 

Les series umformdment convergentes pauvent, k beau- 
coup d’dgards, ^tre assimikes au:i sommes form^es d’un 
nombre limits de termes, ainsi que le montrent les th^o- 
rfemes suivants ' 

328. Th^oreme I. — Une serie uniforntiment conver-^ 
gente^ dont les termes sont des fonctions continues de 
est elle-meme une fonction continue, 

Posons, en effet, 

Changeons a?, ... en ar + Aar, y + hy^ . .; soient A 5 , 

As/ 2 , ah les accroisseinents correspondants de s, R; on 
aura 

A 5 ~ A^n “i“ AR A5^ ~jr R AR — R, 

d’ou 

I As I ^ I ASfi I •+■ IR 4“ AR I -4-1R |. 

La conimuit^ ^tanl suppos^e uniforme, on poutra prendre 

n assez grand pour que |R 4 -AR| et |R| soient moindres 

£ 

qu’une quantity positive quelconque ^ 

Le nombre n ayant ^te ainsi choisi, qui est la somme 
d’un nombre fini de fonctions continues, sera continue. On 
pourra done assignor une quantile 8 telle que, si |Aa:|, 

I A/1, ... sont < 8 , 1 As„ I soit < On aura alors 

^A^|<e, 

ce qui d^montre la continuum de s. 
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329. Th^oreme IL — Une serie uniformement con^er^ 
gente 

et dont les termes sont de$ fonctions integrables dans un 
domaine borne E, est elle-mime integrable dans pe do- 
maine,^ elle a pour iniigrale la sene 

^ Uxde-^. , 

laquelle sera uniformiment cons^ergente. 

En effet, d<5composons E en elements infiniment petits 
cfei, ..., dejsx •• • Soil Oa roscillation de s dans I’dl^ment 
dek^ II faut prouver que HOhde^ tend vers zero en m4me 
temps que I’^tendue des ^Idments^ 

Posons encore 


et soient 0]^, les oscillations de Sn et de R dans I’^lement 
dek* On aura ^videmment 


d’ou 


OAr< -t- WAr, 

1 Otcdejc"^ 2 Ofydej, -H 2 (t^kden . 


On peut, par hjpoth^se, prendre n assez grand pour qneR 
soit constammeut moindre en valeur absolue qu’une quantity 
positive quelconque e. Son oscillation o>;^ sera d^s lors moindre 
que et Von aura 

2a)^dSe;t< 5iE2fl?e;t< zeE. 


Le nombre n etant ainsi cboisi, Sn dtant la somme d’un 
nombre fini de fonctions intdgrable's sera integrable; on 
po.urra done assignor une quantity S telle que, si rfei, 
de^ sont tons < S,. SO'j^de^ sou <[ e. On aura alors 

20^flfeib<5(2E-Hl), 

quantile qm tend vers z4ro avec e; done s e$l integrable. 
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Son int^grale sera donnee par la formule 

~ Se ^ ' '^‘Se*** ^ Se*^ 

11 ne reste plus qu’a montrer que, si n tend vers oo^ 

Rrfe tend vers z^ro, et cela uniform^ment. 

Or, on peut, par hypothese, determiner un entier v tel que, 
SI /I > V, [ RI soit constamment momdre qu’un nombre po- 
sitif quelconque e. Mais alors 


R de 


^eE, 


quantite qui lend vers zero avec e 


330. Th^oreme hi. — Si la sirie 

est confergente, et la sene 

uniformiment convergente dans Vinterieur d^un do^ 
maine'E] sij de plus, les fonctions 

sont continues dans Vinterieur de E, s(j?) admettradans 
Vinterieur de E nne derivee, egale d ^(a?). 

SoienE, en efiet, x un point quelconque interienr k E; 
a un autre point, assez voisin de x pour que tons les points 
de Tmtervalle ax soient encore interieurs k E; <t{x) sera 
integrable de a Si a?; et I’on aura 

f (j{t)dt=z f f[(t)dt-h.-*-h f /i(0*'+"*** 

— s^cci)— s<a). 
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Le premier membre admet mie d^riv^e, ^gale k cr(i 3 ?); done 
il en est de m^me du second; A(a) ^tant une constante, s(ar) 
aura une d^rivee, ^gale a (t( a:). 

331. Th^torebie IV. Salt 

s(z) 251 / 1 ( 5 ) -h.. -+-• • • 

line s^rie cowergente dont les termes soientj dans un 
tain domaine^ des fonctions synectiques de z. Si la sirie 

«*{^) ==/I * 

est uniformement convergente, s{z)seta dans ce domaine 
une fonetion synectigue de z, ayant pour derioee <s{z). 

La demonstration est la m&me que pour le th^orfeme pre¬ 
cedent. 

332. L’uniformite de la convergence, admise dans les rai- 
sonnements precedents, est une condition essentielle pontr 
la validite des demonstrations 

Voici, en effet, quelques exemples oit, cetle condition 
n’etant pas remplie, nos theoremes se trouvent en defaut: 

1 ® Considerons la serie s qui a pour terme general 

Pour ^ = 2 : o, elie se reduit a zero. Pour les autres valeurs de x 
comprises entre i et -t-i, 5 est une progression geome- 
trique convergente, et a pour valent 

1 

A 

quantite qui tend vers 00 si ^ tend vers o. La $erie s est done 
discontinue pour ars=:0> bien qu’elle aoit convergente et 
que ses termes soient des fonctions continues. 

Ce resultat s’explique en remarquant que la convergence 
n’est pas uniforine. Soit, en effet, sn la somme des n pre^ 
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et, quel que soil n, on pourra tonjours trouver une valeur de x 
assez petite pour que soit plus grand que loute quantity 
donn^e e. 

a® Consid^rons la serie 




ou 

iij = 




T-a somme Sn des n premiers termes est ^gale a et 

tend vers z^ro, quel que soit a:, pour n = co. La s^ne a done 
pour valeur z^ro, quel que soit a?. 

On a, par suite, ^ 

f sdx^o; 

mais, d’autre part, 

j^^ndx =j\xe-'>^^dx cfe-»*’=-i(e-»**)J 




et, pour /j = 00, 


lim / s„rfa?=-' 

»=-J« a 


Le th^or^me II est done en d^faut pour celte s4rie. 

Cek tient encore i ce que ia convergence n’est pas uni- 
forme. £n effet, on a 

s — s„=R„=: — na;e^"**, 


et, si I’on pose x = 



il viendra 
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11 est done impossible de choisir n de telle sorte qu€, pour 
toute valeur de a:, [ R/, j soil < s, des que e sera < - 

333, Considdrons encore^ avec M. Weierstrass, la gdrie 

F(a?) = y' 6“cosa"ita?, 

0 

ou b est une constante positive < r, et a un entier impair 

>1. 

Cette s^rie est uniformdment eonvergente; car, si Von d^- 
signe par Fm(^) la somjne des m premiers termes, par 
reste, on aura 

1 I < 6^4- -f-a. -g? 


quantity ind^pendante de a? et qui tend vers z^ro pour 
iw = <x>. 

Si < I, F(;a?) aura pour d^riv^e la s^rie 

to 

F'(;r) 6®|7rsioa"war, 

0 

car cette derniere serie sera aussi uniform^ment conver- 
gente. 

Nous allops montrer, au contraire, que, si ab surpasse 
un certain nombre fixe, F{x) n’aura pas de d^riv^e. 

On peut ^videmment ^enre 

dm ^tant un entier et tine fraction comprise entre — - et 
4- Posons 



em ^ lant egai a ± i. La quantity 


a*«(a?4-A) = dc,„4-e^ 
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sera un entier. D’autre part, h aura le signe de et son 

module sera au plus dgal k done h tendra vers zero si m 
croifc ind^finiment. 

Considerons J’expression 

F(.r- 4 - A) —■F(j7) 6 ^[cosa"(j? -f- h)T: — cosg^^girl 

h h 


Soient la somme de ses m premiers termes, le reste. 
On aura 

JW —1 

g fc”[cosa"(a; + A)^ —cosac”a;iTl 

A 

2 V 1 ^ 0 " b” . , \ 

- h — f sina"7rf 


el, par aiiite, 


OT —1 


0 

m— I 




ab — I 


Passons a la consideration de R^. Pour n^m, on aura 
{a et em dtant impairs) 

cosa»(a?-i-A) 7 t = cosa»-'»(«^+ 6^)-^ ~ (—i) 

cosa" x-R — costf"-® () 5r = (— I) «m cos a*-™ It 


et, par suite, 

^m= - ^ -^&"(i4-cosa”-”^„,7t). 

m 


La quantity sous le signe ^ a tons ses termes positifs. 

D’ailleurs, le premier de ces termes, 6'”(i + cosf„w), est 
J. — I. 11 
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56 "*; <! r, coropns entre — ^ f cosinus ne 

pent 6 lre n^gatif. 

On aura done 

6 " _a 


IR 


'ot I > 


-—“-a"* ft'", 
jAl>3 


et R„, aura, d’ailleurs, le signe de (— 1 )“"*“^* 
Si done on a 



TT 


d’ou 


> I -h 


Stt 

2 




on aura 

F(a-4-A)-F{x) 

h 


1 Rm 1 ^ 1 S//1 |} 

|>! 1 1 > 



a™ A™, 


quantity qui croit ind^finiment avec w. 

D’ailleurs, ~ - a, ainsi que Rm, le signe de 

I )«,«+< et, comme on pent, pour chaque valeur de m. 

se donner arbitrairement le signe de ««,, on voit qu’on pourra 

a volont^ faire tendre - >ers I’infini positif 

ou n^galif, on lui faire parcourir vine suite de valeurs de 
signes diffifirents et ind^Gniment croissantes, h tendant tou- 
jours vers z 6 ro. 

On volt, par I’exemple qui pr^efede, qu’t'Z existe des fonc- 
tions continues n'ayant de dirivie pour aucune valeur de 
la variable. 


334. La function pr4c^denle F(«) n’a une variation bornee 
Jans aucun intervalie> 

Soit, en effet, cd un intervalle quelconquiSw Soient 

celles des fractions de denominateur — qui 
a’“ a™ a'" * 

sont contenues dans cet intervalle; si nous donnons 4 a; la 
serie de ces valeurs interm^diaires entre c et rf, la variation 
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otale T correspondante sei'a 


f(|;) - FWI 


4- 


F{d)- 


-F('£±i 


et sera au moms egale a yii, v) d^signant la plus petite des 
quantit4s 

K^)-F( 2 i)| 

Or on a, par hypolhese, 

tzl^c 

d’ou 

d--c< » y > a"* (iS? — c) — 2 


D’autre part, nous avons vu, dans le nuin^ro precedents 
qu’en posant 

on avail 


F(^-+-^) — F(ir) 

TT \ 

h 

^\3 ab-^ij 


Faisant, en particulieF) 5 ot=o, d’ou 

X = h = -4-> il viendra 

a'" 

On aura done 

Si nous faisons croitre m ind^finiment, b ^tant < i et ab>^i , 
cette expression croitra inddfiniment, ce qui ^tablit noire 
proposition. 
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335. Considerons encore la sene 


^(■s) 4 - 9(>s) 
2 





<f{z) et ^tant des fonctions queiconques de z. La somme 
des n premiers termes de s est 




ildflziilfl. 

I 


Si 13 ] < 15 a pour limile zero, pour n = 00, et Ton aura 
5 z= Si 1 3 1 > I, tend vers 00, et 5 = ^(3). 

Si nous rempla^ons ©(3) par une autre fonction 9 <( 3 ), 
nous obtiendrons une autre sene 5 |, dgale comme la prec^- 
dente a ^(3) lorsque [ 3 |<;i, mais ^gale a f<( 3 ) pour 

On voit par la que deux series convergenles et ^gales entre 
elles dans une region donn^e du plan peuvent converger 
toutes deux, mais vers des valeurs diflerentes, dans une autte 
region du plan. 


T. — Series de puissances. 

336. Soil 

00 

S =2a„(s — o)“ 

0 

une s^rie procedant suivant les puissances endures et posi¬ 
tives de 3 — a. 

Sly pour une valeur parliculifere C de 3 autre que a, la serie 
est convergente, son terme general tendra n^cessaireme 
vers zdro quand n augmente ind^niment. On aura done, en 
posant pour abrdger j — a | = r, 

(1) limjA^r»| = o, 

Cette condition n’est pas suffisante; mais si elie est 
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remplie, et si Ton designe pai p une qiiantite positue quel- 
conque momdre que r, la sene S sera aijsolument et unifor- 
moment convergente pour ies \aieurs de z qui satisfont 
aFin^galite 

is—«i<p- 

Les series d^nv^es 

S' ““ 

S'=:2n(n —i)A„(s — 


jouissent de la m^me propn^te. 

En efFet, soit e une quantite positive quelconque On 
peut, par hypothese, determiner un norabre v tel que toutes 
eelles des quantites | | ori n > v soient < e. Les autres 

sont en nombre limite; soient T^ la plus grande d’entre elles, 
M la plus grande des deux quantit^s e, rj . on aura, quel que 

SOlt 71, 

Gela pos^, consid^rons, par exemple, la s6rie S'. Les 
modules de ses termes sont au plus 4gaux aui termes de la 
s4rie 

laquelle est convergente, car le rapport d’un terme au suivant 

f* 

a pour limite -, quantity >■ i. 

L’umformit^ de la convergence resulte d’ailleurs de ce que 
la nouvelle sene a ses termes ind^pendants de z. 

La s'^rie S repr^sentera done une fonction syneclique dans 
un cercle de rayon p d^crit du point a comme centre, et sur 
ce cercle lui-m4me. 

337. Gela pose, soit r une quantity positive variable de o 
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a S50. L’expression 

seia croissante avec /*j et trois cas seroiit a distinguer . 

i^‘ La condition (i) n’est satisfaite pour aucune valeur de 
Ce cas se presentera, par exemple, si An = * • ^ ^ ^ 

est ainsi, S ne convergera ponr aucune valeur de aulre 
<fue a. 

2 ® La condition (i) Cbt au contralre satisfaite pour toute 
valeur de /*. Dans ce cas, r et par suite p pouvant dtre choisis 
aussi grands qu’on voudra, S sera convergente et defimra 
une fonction sjnectique dans tout le plan. 

Une semblable fonction se nomme une fonction 
Telles sont, par exemple, les fonctions sin^, cos5. 

3** La condition (r) est satisfaite pour des valeurs suffisain- 
roeni peiites de y;, mais ne Pest plus pour ies valeurs saffi- 
samiuent gi^andes. Ces deux classes de valeurs sont s^pardes 
par une valeur fronti^re R. 

Tra^ons, autour du point a comme centre, un cercle K de 
rajonR, auquel nous donnerons le nom de cercle d^^con- 
mergence. 

Si z est extdrieur a K, on aura \ z — 1 > R, et la s^rie 
sera divergente. 

Si z est intdrieur k K, on aura | a—a j < R, et, en choisis- 
sant deux quantiles p et r telles que I’on ait 

—a|5P<r<R, 

on voit que la sdrie sera convergente. La fonction qu’elle 
represente sera d’ailleurs sjnectique dans lout cercle ddcrit 
du point a comme centre avec un rayon p moindre que R. 

Enfin, si z est sur la circonfdrence de K, S pourra, suivanl 
Ies cas, ^tre convergente ou non. 

La fonction sjnectique /(j5)reprdsenlde par une s^rie S de 
puissances entieres dans I’intirieur de son cercle de 

convergence se nomme un element de fonction anal) tique. 
Na^s dirons, pour abr^ger, que le point a est le centre de 
cet element et que R est so4 rayon. 
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338. Si Ao est nul,/( 2 ) s’annulera pour z = a, et Ton 
dira que ce point est un js^/o de /(z). Ce zero sera d’un 
degr^ de multiplicite m, si est le premier des coefficients 
de la suite A©, A|, ... qui ne soit pas nul. 

On aura dans ce cas 


^(5) — (5 — a ) -4“,,. j 

et I’on pourra determiner une quantity 3 telle que, si 
o < I -5 — a 1 <; 8, on ail toujours /(z) ^ o. 

Nous avons vu en efFet qu’il exisle deux quantiles M et r 
telles que I'on ait 

lA 

1 I < 7 ^» 

et, par suite, si | ^ — a < r, ' 

1 A;„-,_i (5 j 

= M / h —a| . Is —g|* \ 

<r"*\ r ^ r* “•"•••J 

= l^-«l \ 

< r'^\i ——a|/ 

Celle quantile d^croit avec [z — a\; si done on deter¬ 
mine 3 par la condition 

} A,„ 1= — 


on aura pour les valeurs de | s — a \ inferieures k 8 

l/(^)l>h —^l”[lAmI —lA,„M(;a-.a)-+-.. j] > O. 

339. Theoreme. — Soit f{z) une fonction synectique 
de z definie dans VinUrieur d^un contour fermi et con^ 
Unit C. Les points de Vinterieur de ce contour pour les^ 
quels f(z)prend unevaleur determinie\sont necessaire-- 
ment isoles, si la fonction f{z) ne se riduit pas a la 
constante X. 

On pent supposer pour plus de simpKcite X = o; car, s’il 
eiait different de zero, on n^aurait qu’4 raisonner sur ia 
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fonction fi^z) — X, qui esl delinie dans le m^me domaine 
que f{z). 

Supposons done qu’il eziste dans I’inteneur de G un 
point qui soil la limite d’une suite de points a^, a 2 , ... 
pour chacun desquels f{z) s’annule. Soil b un autre point 
quelconque int^rieur a C. On peut joindre les points a b 
par une ligne polygonale L situ^e dans I’int^neur de C* 
Soil t une quantity moindre que la plus courte distance de L 
et de C.* Partageons la ligne L en arcs partiels aa ^, ,. ^ 

? • • • dont chacun ait une longueur < s. 

Si de Tun des points a^a^^ ..par exemple du point ak^ 
comme centre, on d^crit un cercle de rayon e, la fonc¬ 
tion f{z) sera repr^sentee dans I’interieur de ce cercle par 
la s4rie de Taylor 

et ce developpeijaent sera valable sur les arcs ah^h<^k ct' 
dhdJiJrK) qui sont contenus en entier dans ce cercle* 

Considdrons le premier ddveloppement, relalif au point 

/(^)=/(u)4-U~a)/(a)+.. 

Si I’un des coefficients f{a\^ ••• n’etait pas nul, on 

pourrait, comme on Ta vu au mimero precedent, assigner une 
quantile 8 telle que f(z) ne s’annulAt pour aucune valeur 
de z pour laquelle on aurait o < J ^ — a [ < 3, ce qui est 
contraire k la supposition que a est la limite d’une suite de 
points pour lesquels f{s) s’annule. Done /(a),/'(aj, ... 
seront tous nuls, el Ton aura f{z) = 0 tout le long de 
Parc aa^. 

Mais at sera la limite d’une suite de points de cet arc* 
on verra done, par le m6me raisonnement, que tous les coef¬ 
ficients du second developpcmeut 

s’annulent, et que f(z) est nul tout le long de Parc at ^ 2 * 

Continuant ainsi, on voit que /(z) doit s’annuler tout le 
long de L et en parlicuUer a son extreinit(5 A, laquelle est^ 
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par hypothfese, uji point quelconque de I’mt^rieur de C 
Done f{z) est nul dans tout ce domaine. 

340. Cotollaire. — Soient /(^)3 f\{s) deux fonctions 
synectiques respectivement d^finiesdans I’int^rieur de deux 
contours fermes C, qui se coupent miituellement en deux 
points. Si dans la region D, int^rieiire k la fois a C et ^ C|, 
les deux fonctions /(z) et fiiz) sont egales autrement 
qu'en des points isol4s, les relations 

F(-5) = f{z} dans Pinierieur de C, 

=/i(^) dans rinterieur de C| 

definiront une fonction synectique F{z) dans lout I’mterieur 
de la region du plan entouree par ces deux contours. 

On doit remarquer que F{z) est d^finie de deux manieres 
diff^rentes dans la region D, mais ces deux definitions 
coincident; car la dilF^rence fi{z) — /{z), etant synectique 
dans cette region, et ne s’y annulant pas seulement en des 
points Isolds, y est identiquement nulle. 

Ce point ^labh, la proposition devient evidente, 

341. Nous diron<s que deux elements de fonction analy- 
liqiie 

S=2K{z^a)n, 

ayant respectivement pour centres les points a el sont 
contfgusy SI leiirs ceicles de convergence empieteat I’un 
sui Tautre; “i" dans la region commune a ces deux cercles, 
on a S S^ 

D’apr^js ce qui precede, il suffil, pour que cette derniere 
circonstance se realise, que Pegalite S = Si soil satisfaite 
dans cette region commune autrement qn’en des points 
isoles. 

Si deux el^menlb S, Si sont oontigus a un troisieme ele¬ 
ment 

S^=lK{z-a,r 
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ei si les irois cercles de convergence K, K|, ont une re¬ 
gion commune, S et S| seront contigas. Gar on a dans cette 
region commune 

StnSf, 81= St, d’oCi S = S|, 

et cette derni^re ^galit 4 , ajant lieu ailleurs qu^en des points 
Isolds, subsistera dans le reste de la region commune a K 
et K|. 

Remarquons enfin que, si at estun point quelconque inld- 
rieur au cercle de convergence K de I’^l^ment S, on alira, 
par la formula de Taylor, dans Finterieur de lout cercle de- 
crit du point comme centre avec un rayon moiudre que 
la distance de k la circonftrence de K., 

Le second membra de cette ^alil^ sera done un element 
de function analytique contigu k S. 

342 . Ces pr( 5 i!minaires posds, tout dldment de fonciion 
analytique tel que 

S = lX^{z^a)- 

sen de point de depart, comme il suit, pour la definition 
d^uue foncUonunalyttque f{z). 

SoitL une ligne continue quelconque partant du point a 
pour aboutir a un autre point 

^ Admeiions qu*on puisse marquer sur cette ligne une suite 
de points <7, at, a,, .6 en nombre limits at jouissant 
des proprietes suivantes; 

11 existe une suite d^el^ments de fonotions analjtiques S, 
S|, S/, ... doni chacun est eontigu au suivant, et tels 

que les arcs aat, . * soient respectivement con- 

tenus a Tint^rieur des cercles de convergence K, K,, ... 
dc ces ^l^ments. 

Nous d4fmirons/(5)enchaque point de la ligne L comme 
il suit : 



sMees. 


33i 


De a a nous poserons 

/(^) = s, . , 

de ai a , 

/(^)=:S„ .... 

On a ainsi, au point a/, 

/(^i) et /(ai) = Si; 

maiscomme en ce point, int^rieup ^ K,^i et a K„ on a 

1— S,, 

ces deux definitions sont concordantes. 

343. Si ;r==:^(^), sont Ics equations de la 

ligne L, la fonction /(«), ainsi definie sur celte ligne, est 
evidemment une fonction continue de 1. Sa valeur en cheque 
point de L sera d^tern)m<§e et ne d^pendra pas de !a nia« 
ni^re dont on aura pu choisir les points cei, ..a,, ... et les 
6l^ments S|, ..., S^, .... 

H<n efietj soit ct ^, ^^9 • • • el S|, • un second s^st^ine 

de points interm^diaires et d’dldments correspondants. D 6 - 
signons par ai, ... les points des deux sjst^mes «i, 
... et ... Merits dans I’ordre oh on les rencontre 

en cheminant de a a 6 . 

Dans les deux modes de prociSder, on a sur I’arc aaC( 

/(^) = S. 

Admettons plus g^n^ralement que, jusqu'au point la 
valeur de f{z) resle la m4ine; nous allons prouver qu’il en 
sera encore de m^me sur Fare a/a/^^. 

Avec le premier mode de division,/( 5 ) sera detenniu^ 
par une relation de la forme 

/(«) = S,, 

Sf. ^tanl un ^l^ment dont le cercle de convergence Ke con- 
tient a son int^rieur Fare oc/oc^^.!, et, par suite, une portion de 
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Fare 004^4^4 avoisinaat or^. Sur cette derniere, on aura encore 

/{-) = S.. 

En efTet, ceJa a lieu par definition si cci n^appartient pas a 
la suite «4, aj, .... Si an contrairc il appartient a cette 
suite, li sera egal a Ue et la definition donnera 

/(s) = 

Mais S<r et sent deux elements contigus, done, dans 
toute la region commune ^ leurs cercles de convergence, on 
aura 

Se= Sc—1, 

et, par suite, 

/{z) Sc* 

Dans le second mode de division, on aura de m^me, sur 
Fare a,a4^4 et sur une portion de I’arc voisme de a^, 

f(z) =z 

etant un nouvel element, dontle cercle de convergence 
conlient a son mterieur Fare oLtai^i, 

Mais, dans les deux modes de proceder, f(z) a la meme 
valeur sur Fare a4_4a^, done les deux elements Se et ont 
la meme \aleur sur toute la portion de cet arc commune 
a Rc et a 11s sont done conUgus, et restent encore egaux 
sui I’arc 

La valeur finale de f{z) au point 6, extremite de la 
ligne L, ne depend done que du trace de cette ligne, lequel 
definii la loi de variation de z, 

341 Nous avons admis, dans tout ce qui precede, qu’on 
pouvait passer du point a au point b (et a fortiori a im point 
quelconque de L) au moyen d’un nombre fim d'tUernents S, 
84, ... Supposons qu’il en soil autrement. La ligne L etant 
a ses debuts intmeiire a R, il y aujra sur cette ligne des points 
que Fon peut atteindre de la mamore indiqiice et d’autres 
plus ^loignes qui ne jouissent plus de cette propri^t<5. Ils 
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sent s^pares les uns des autres par nn point frontiere c que 
nous appellerons nn point critique. Notre precede per- 
mettra de ddfimr la valeur de f{z) pour tons les points de 
Fare ac (le point c excepte), majs on ne pourra aller plus 
lorn. 

345 * Nous avons vu que, si z se rend de a a 6 suivanl une 
ligne L a’offrant pas de point critique, on peut determiner 
sans ambiguite la valeur de f{z) en chaque point de cette 
ligne, el notamment au point b et dans ses environs ou elle 
sera donnee par an developpement 

procedant suivant les puissances de ;; — b 

Si z suivait une autre ligne L', on obliendrait de ineme sur 
la partie de cette ligne avoisinant le point b un nouveau de¬ 
veloppement 

Si ces deux d^veloppements sont identiques, nous dirons 
que les lignes L et L' donnent a leur extremite des \aleur5 
concordantes pour f{z). II n’en est pas n^cessairement ainsi. 
Les fonctions alg^briques et les Iranscendantes demenlaires 
nous en out d^ja fourni plusieurs examples. 

II peut m^me ani\er que le point b soil critique sur Tune 
des Iignes L, L', sans I’^tre sur Faulre. 

I! est done, en gendral, necessaire, pour pouvoir fixer la 
Aaleui de f{z) en un point donne b ou dans ses environs, de 
defimr le chemin suivi poury parvemr. 

I) existe pourtant, comme nous allons le voir, certains cas 
ou Ton peut s’affranchir, au moms dans une certaine mesure, 
de cette consideration. 

346 . XniioREME. — Supposons z assujetti a restei con-^ 
Uamment dans Viniei leur dhia contour fermeC; si, dans 
ces conditions, on ne rencontre jamais de point critique, 
quelle que soU la ligne decrite par z, la fonction f(z) de-- 
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finie par le moyen de ces lignes dan^ Vinierieur de^A n}a 
quJkine valeut unique pour chaque valeur de et c^esi 
line fonction synectique 

On pent tout d’abord so borner a la consideration des 
lignes L qui sont polygonales. En effet, soit L ime ligne quel- 
conque allant de a6, soient a, ai ,Uty ...j b et S, 

S^, .., les points de division et les elements successifs qui 
servent a la determination de f{z) le long de cette ligne; K, 
Ki, ... les cercles de convergence de ces elements* 

Remplagons chacun des arcs par dels par nn poly- 

gone inscrit ayant memes extremites et qui s’^cn rapproche 
assez pour etre encore contenu en entier dans Tinterieur 
de C et de K|. Pour determiner la valeur de f[z) en chaque 
point de ce polygone P, on fera usage des memes elements 
que pour la ligne L, on arrivera done aux extremit^s de cei^ 
deux lignes a des valeurs concordanies de /(^). 

347 Considdrons done un polygone P et un autre poly¬ 
gone P' aboutissant dgalement au point bf La valeur ifinale 
J{b) fournie par la ligne P' esl ^videmment la m&ne qu’on 
obtiendrait en suivant la ligne P.P“*P'. Tout revienl done a 
montrer que, apres ^tre arrive en un point quelconqiie b par 
une ligne P avec la valeur finale /(6), on reirouve la inline 
valeur apres avoir d^errt un contour polygonal ferm^ tel 
que P”* 

Fig 7- 





Cette proposition sera ^videmment vraie pour un contour 
polyg^onal quelconque, si elle Test pour un contour H $an$ 
point multiple (- 199 ). On voit 6galement que, si elle est 
^rale pour deux contours bedeb et befgb ajani un c6t6 
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commim be {fig. 7), elle le sera pour le contour bcdefgb 
form^ par la reunion des autres cotes. 

Ccla pos^, sou n I’un des contours consideres. On pent 
le d^roniposer par des diagonales en triangles, ayant chacun 
un cdte commim avec le suivant; et 3I suffira d’dlablir le 
ihdoi'eme pour un des triangles T. 

348 . Soil s — b — o{t) ii({t) la loi de variation de 5 
le long du pourtour de ce triangle Redmsons tous les rayons 
vecteura dans un m^me I'apport; nous obliendrons un nou¬ 
veau triangle T^, semblable a T, et sur le pourtour duquel 
on aura 

u etant <1. Le triangle sera contenu en entier dans T 
el, par suite, sera int^neur a C. 

Designons pai U I’accroissement que prend f{b) lor&que 
& rev lent au point b apres avoir ddcrit le inangle T^. Si u 
varie de o a i, 1.1 sera une fonction de «; il nous faut mon- 
tier qu’elle est conslainment nulle. 

Tout d’abord, sa ddnvde est nulle. En eflet, pour obtenir 
les valeurs de f{z) sur le pdnmetre deT^, nous parlageons 
ce contour en arcs partiels bb^^ btbtj^i, ... el nous 
ddterinmons une suite d’elemcnts S, ..., S<, . . dont les cer- 
clcs de convergence K, ..., K.,... conliennenl ces arcs a leur 
intdrieur. Si nous changeons en chaque arc if 6/^4 

sera remplace par un autre arc iiifiniment voism, qui sera 
encore intdneur aR,. On pourra done utiliser la m^me suite 
d’^ldments S, ..., Sf que precedemmenl; on obliendia done 
pour f(b) la m^me valeur finale. 

Done U est une conslante. D'ailieurs cette constante esl 
nulle. En effet, si u est mfiniment petit, tous les points de Ta 
se rapprocheronl ind^fimment de b et finiiont par etie con- 
tenus dans R. On pourra done dans cc cas determmex f(z) 
en ebaque point de Tfi au moyen du seui clement S, iequel 
n’a au point b qu’une valeur unique et determiiiec egale a la 
Valeur initiale /(i)* 
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La fonctjon f{z) n'a done bien qu’une valeur en chaque 
point inteneur a G Elle est, d’ailleurs, syneclique, car elle 
est representee aux environs de chacun de ces points par un 
developpement en sene qui admet une derivde continue. 

349 . CoroUaire. —La fonction/(- 3 ), d^duite d’un ele¬ 
ment de fonction analytique S, admet au moms un point cri¬ 
tique sur la circonference du cercle de convergence K de 
cet element. 

Supposons, en efFet, qu’il en soit autrement. Dans tout le 
cercle K, y compns sa circonference, f{z) n'aura qu’une 
seule valeur en chaque point, el, aux environs d’un po^nt b 
de ce domaine, cette fonction sera repr^sentee par un deve¬ 
loppement 

s,=ik,{z^bY 

convergent dans un cercle K^, de rayon Rj plus grand que 
zero. Ce rayon est une fonction continue de 6. Soient, en 
efFet, b + db un point voisin de R^+rf^ le rayon corres- 
pondant La fonnule de Taylor permet de developper 
suivant les puissances de z—^ib+db) en une serie surement 
convergente dans Finterieur de tout cercle ayant pour centre 
b + db et un rayon moindre que R^ — \db\^ car ce cercle 
sera mt^rieur a K.^. Done ne pent ^tre moindre que 

R* — I 1 . On verra de m^me que R^ ne pent ^tre moindre 
que — \db\. Done j— R^ 1 sera <j 1 et lendra 
vers zero avec db, 

D’ailleurs le domaine K (la circonference comprise) est 
parfait. Done R^ admet dans ce domaine un minimum et 
I’afteint. Comme R^ n’est jamais nul, ce minimum p sera 
> 0 . 

Cela pose, considerons un cercle K! concentrique a K et 
de rayon R* 4 -«p. Soit L une Iigne quelconque trac^e dans 
ce cercle. Partageons-la en arcs aai, ... assez 

petits pour que chacun d’eux, soit contenu en entier 

a Fint^rieur d’un cercle de rayon ^ ayant ai pour centre. On 



SERIES. 


337 

pourra determiner un point bi situe dans I’lnteneur de K on 

sur sa circonferenoe et dont la distance a a, soit < £• Le 

2 

cercle K, de rayon p ajant son centre en bi contiendra done 
k son intdrieur Fare tout entier. Deux cercles conse- 

cutifs Kf, K/^i et le cercle K. anront une region commune; 
car ladroite bihi^i est oontenue dans K., et, sa longueur ^tant 
au plus egale a btai + -f- p, son milieu est 

int^rieur a chacun des trois cercles. 

Gela pos^, on peut determiner un element 

contigii a S et convergent dans le cercle (ou dans un 
cercle concentrique plus grand). Les ^l^mentsS,, ainsi 
definis seront contigus, car F^galit^ 

S, 2= S m 

a lieu dans toute la region commune k K, K,, La suite 
des ^Jdments S, ..S,, ... permettra done de determiner la 
valeur de f{z) tout le long de L. 

Done f{z) tf a aucun point critique dans Fint^rieur du 
cercle K' de rayon R+*|-p. Elle sera synectique dans ce 
cercle; done le d^veloppement S sera convergent dans tout 
Fmt6rieur de ce cercle, et le rayon de convergence ne sera 
pas R comine nous Favions suppose, mais une quantite plus 
grande. 

350 . Si les lignes L trac^es dans Fmt^neur d’un contour 
ferme G et aboutissant au m 4 me point b donnent toujouis 
pour chaque position de b une vaieur finale unique /(6), 
on dira que f{z) est monodrome dans i’mt^rieur de C. 

Si f{z) est monodrome dans tout le plan, nous dirons 
qu’elle est uniforme,. 

351 . Th^oreme. — Sif{z) est monodrome dans Vinte- 
^*teur de G, un point intirieur d C, critique pour Vime 
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des lignes L (//?^^'/ teures a C) qni y passant^ le sera pour 

touies les aut/es 

Soieot en effel b un point quelconque mt^rieur ^ C; L el 
\J defix lignes qui le joignent aa point de depart a et qui 
n’offrenl ni I’lrne ni I’autre de point critique avant b. 

Stipposons que le point b ne soit pas critique sur Sur 
la deiniere parlie de cette ligne^ on aura = S/w etant 
un eUinent tel que b soit dans I’ml^rieur de son cercle de 
convergence K/«. Soil S la distance de 6 a la nrconference 
de ce cercle. D^terininons sur la ligne U un point ^ assez 
voisin de b pour que Tare b^ soil encore contenu dans K^* 
Le developpement S/» pourra encore servir a determiner la 
valeur de f{z) au dela du point b sur Fare b^. La fonction 
etant monodroxne, cette valeur doit comcider en chaque 
point de cet arc avec celle qu’on aurait obtenue en auivantla 
ligne L'. Dans ce dernier cas, on aurait au point ^ et dans 
son voisinage /(5) = S«, ^tant un dement tel que p 
soit iat^rieur a son cercle de convergence K'„. Les deux 
cercles K^, einpi^tent Tun sur I’autre, et sur la portion 
de Fare bp voisine de p on a constamment 8^ = Done 
Fd^ment est contigu a et peut servir k definir /(z) 
sur la portion de la ligne U situ<?e au deU de [3, y compris 
le point extreme b. Done b n’est pas critique pour IJ. 

352. Les points critiques d’une fonction monodrdme 
ferment un ensemble parlait. Car un point non critique^ 
etant le centre d’un 41^ment qui d^fimt la fonction dans sou 
voisinage, est n^cessaireinent a distance finie des points cri¬ 
tiques et ne peut ^tre un point limite pour ceu\~ci 

353. Les details circonstancids que nous venons de donner 
sur les fonctions analytiques d’une seule variable nous per- 
mettront d’etre plus bref sur les fonctions de plusieurs va¬ 
riables. 

Soil 

S = — a)« 
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une s^rie proc^dant suivanl les puissances emigres et posi¬ 
tives de z ct et z' — Si elle est convergenle pour des 
valeurs z = ^, 3'= C, telles que | ? - a | et [ d | soienf 
tous deux diff^rents de z^ro, on aura, en appelant /• la plus 
petite de ces deux quantit^^, 


(3) 

et, par suite, 


hm I —o 


1 1 < 


M 


M d^signant une quantity fixe. 

Si cette condition est remplie, soil p une quantity quel- 
conque < r : la sdrie S sera absolumenl et uniform^ment 
convergente, ainsi que les sdries ddriv^es 


(JS 




poor Fensemble des valeurs de z, s' qui satisfont aux in^ga- 
lit^s 


1« —<tj=p, |z'—a'llp. 


En efiet, considdrons 


dz 


par exemple; on aura 




quanlitiS qui est le produit des deux series convergentes 




ze. 


Jf—l 





On conclut de la <jae : j® si pour aucune valeur poisitive 
de r la condition (2) n’est satisfaite, S ne peut converger 
que si Tune au moius des deux quantit^s ^ —a, 
s’anuule; 
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2 ® Si elle est satisfaile quel que soit r, S sera coavergenle 
dans lout le plan et represenle une fonotion syneclique; 

3^ Enfin, si elle est satisfaite seulement pour certames \a- 
leurs de r sans F^tre pour les valeurs plus grandes, soit R la 
frontiere entre ces deux classes de valeurs: S sera conver- 
gente et syneclique tant que z et z* resteront respectivement 
a Tmt^'ieur de cercles R, K' de rayon R decrits autour de a 
et de a!. Elle sera di\ergente si z etsortent tons deux de 
ces cercles 11 y aura doute dans tous les autres cas. 

Une semblable s^ne S, consideree dans la region de con¬ 
vergence certaine definie par les deux cercles ci-dessus, 
constituera pour nous un element de 1‘onction analytique 
a deux variables. 

3S4. La sine S sera identiquement nulle si Ton peut de¬ 
terminer deux series de valeurs Zi^ ... et z\^ .. , 

... convergeant respectivement vers a eta'ettelles qu’on 
ait, pour toutes les valeurs de i et de A*, 

) = lAnn ( = 0 . 

En effet, la sdrie S ordonnee sui'vant les puissances de 
z — a peut s’ecrire 

les T ^tant des senes qui precedent suivant les puissances 
de 

Assignons a 5' la valeur constante z \; S deviendra une 
fonction de la seule variable 5, admettant une infinite de 
ziros ayant a pour limite; on a done n^cessaireinent To = o, 
T 4 = o, .. . Or chacune des quantitds T est une s^rie pio- 
cedant suivant les puissances de z^ et admettant une infinite 
de zero^ qui convergent versa'. Elle est done identiquement 
nulle. Done tous les coefficients A serontnuls, ce qu’ii fallail 
deinontrer. 

3oS. Theoiiemi . — Soit f(zj z^) une fonction hyiiec-- 
tique, definie pour tons les systemes de valeurs de z et z' 
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respectivement compris dans Vintei leiir de deux contours 
fermes C et C. Shi existe deuic senes de valeurs 5,, 

Zi, ... et , de ce$ variables, convergeant res- 

pectioement vers a eta!^ a dtant inteneur d C ^t a' intd- 
riettr d O; et pour lesquelles on ait constamment 

j\z^ z') sera identiquement nulle. 

Soient en effet 6, b' deax points quelconques pris dans 
I’lnt^rieur de G et de C', joignons-les aux points a, a' par 
des hgnes poljgonales L, V mt^rieures a ces contours De- 
sigpons par s nne quanlit(§ momdre qiie les plus courtes dis¬ 
tances de L a C et de L' a Partageons les Iignes L, L' en 
arcs partiels atai^i^ ... et ... de 

longueur momdre que s. 

La fonction f{z^ sera d^veV^^able par la sene de 
Taylor aux ^avirons de chacun des «rslemes de valeurs 
a', et le developpement, etant convergent tant que [z — a, j, 

I — a[ I sent <e, s’apphquera tant que s et ^'resteront sur 
les arcs a.ai^i, 

En \ertu des hypotheses faites, le premier developpement 
suivaut les puissances de ^ — a, z' — of aura ses coefficients 
identiquement nuls. 

Les points a*, a' seront a leur lour des limites de suites 
de points ^2? ••• ••• r^^spectivement situ^s sur 

aUi et a'a\ et qui, associ^s deux a deux, annuleront/(^, d). 
Done le second developpement suivant les puissances de 
z — ai, z^ — a\ sera aussi identiquement nul Contmuanl 
ainsi, on amvera jusqu’aux points 6, b\ oil Ton aura encore 

/{6,A')=o- 

La condition exp^imee dans I’enonce du theoreme sera 
evidemment satisfaite si Ton peut tracer a partir des points 

a' deux arcs de courbe X, V (quelque petits qii’ils puissent 
etre) tels que /(^, z^) s’annule pour lous les systemes de va¬ 
lours de z et z' respectivement si lues sur \ ot V, 
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3 5 6 . Nous dirons que deux dements de fonction aiialy- 
tique S, S, dont les regions de convergence certaine sont 
respectiveinent d^fiiiies par les couples de cercles K, K' ayant 
pour centres a, et K*, K' ayant pour centres ci\^ sonl 
contigus, SI .* i°K| empiele sur K, et sur K'; 2® b el S| ont 
la m^ine valeur pour to us les system es de valeurs ^ tels 
que z soil dans la region commune a K| et K, et dans la 
region commune a et K'. 

Cette condition sera ^videmment remplie si I’egallte S=S| 
est satisfaite pour tous les systemes de valeurs de z et 
respectiveraent situ^s sur deux lignes \ 7 ! trac^es dans I’in-^ 
t^rieur des regions ci^deSsus. 

Si at est mt^rieur a K et inl^rieur a la fonction S 
pourra ^tre d^velopp^e par la serie de Taylor suivant les 
puissances de ^5 —a, et V —a' en une s^rie convergente 
aux environs des points ai, a \, Ce nou'\ eau d^veloppemenl Sf 
sera an element de fonction analytique contigu a S. 

3 5 7 . Tout ^I 4 ment 

* pout servir de point de depart, comme il suit, a la ddfinitioji 
d^une fonction analytique /(Zj z')* 

Supposons que 3, 3', partant des valeurs mitiaJes a\ 
varient simultan^ment, d’une maniere continue, suivant une 
loi exprim^e par les Equations 

A chaque valeur t de / correspondront pour z et 3' deux 
valeurs associ^es ^ et ces deux variables decrironl ainsi 
deux lignes L, L' se terminant respectivement en des points 
associes 6 , b'. 

Admettons qu’on piusse decomposer la llgne L en im 
nombre lim d’arcs parUels aa ^^... el determiner 
une suite d’^I^ments correspondants S, S^, jouis- 
sant des propridtis suivantes : 
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La region de convergence certaine de S, 4tant d4finie par 
les deux cercles K,, K', I’arc o,a,+, sera contenn en entKH- 
dans I’lntdrieur de K„ et I’arc associ4 de la hgne L' 
sera contenu dans I’int^rieur de K'. 

La fonc(ion/(z, z') que nous nous proposons de former 
sera d^iinie pour chaque systeme de valeurs assocu^es de z z' 
Situ4es sur les arcs par la relation 

»') = S.. 

En utihsant successivement les divers d^veloppements 
S) •••) S|) • •la function se trouvera d^finie pour tous les 
syst^mes de points associes sUu4s sur L et L', et en patfli- 
cuher pour le systeme des deux valeurs extrlmes b, b'. 

On d^montrera comme au n" 343 que la valeur trouv4e ne 
depend que de la loi de variation siraultan^e de z, z' et nul- 
lement da choix des points de division a,, et 

des 4l4inents S|, Sj, .. . 

S’ll est impossible de passer, comme on Fa suppose, des 
points initiaux «, a' aux points b, 6' au moyen d’un nombre 
fini d elements S, • • •, Si, •• •, les couples de points associes 
a, a' des lignes L, V qui pourront 4lre atteints par ce pro- 
c4d4 seront sdpar^s des suivants par uncouple fronti^re 3, 
et nous dirons que ce systSme de valeurs s = P, est 

critique. 

358. On peul 4tablir, par une analyse identique 4 celle 
des 0 °^ 346 4 349, les propositions suivantes . 

Si, lor'ique z et ^ se difjlacent d’une manibre quel- 
conque dans I’intdrieur de contours fermes C et C, on 
ne rencontre aiicun srst^me de valeurs critiques;/(z, z') 
n’aura qu’une valeur en chaquepoint de ce domaine, et 
•sera synectique. 

Ldfonction analyttque f{z, id) diduite d’un ilement S, 
aux cercles de convergence K, admet au moins un 
sys/dme de valeurs critiques darts le domaine conslitur 
par ces cer clei {y compris les cireonferences fronltires). 
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La definition, d’une fonclion mcnodrome dans le domaine 
forme par deux contours C, sera la m^me qu’au n° 330 . 
On verra aisement que pour ces fonctions un sjsteme de 
valeurs critiques reslera loujours tel, quelle que soit la loi 
suivant laquelle z et se deplacent pour y parvenir. 

Enfin une fonction sera uniforme si elle est monodrome 
dans tout le plan. 

3d9. Th^oreme. — Soil 

S = 2An„^ 

ime sene procedant suwant les puissances entieres et po^ 
sitives de z. .... 

/ if* 

Posons 

zzula/t , 

z^:=z'la!u> , 

et supposons . i ® que les series ci-dessus admettent chacune 
un rayon de convergence; 2^* que les termes constants 
^00) •••3 •** sines en w, tt', ... soient nuls. La 

fonction S, exprimie au moyen des nouvelles variables «, 
, seta donnee par une seiie 

admettanl un rayon de convergence. 

Substituons en eflel dans S les valeurs de z, y, . , eflec- 
tuons les multiplications et groupons les tenues affectes dcs 
memes puissances de w, .... Nous obtiendrons pour S un 
developpement de la forme demandee. 

Les operations que nous mdiquons seront licitos el la 
sene obtenue i»era convergente si la sene mterm^diaiic ou 
tous les termes etaient encore sdpares est absoluinent con- 
vergenle. 

La somme a des modules des termes de celle-ci est esiale a 
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II fanut prouder que cette quantite restera finie tant que 
1 I w'j, ... ne surpasseront pas une quantity fixe X conve- 
nablement choisie. 

On pent determiner, par hypoihese, des quantites M, R, 
'/w, r, m', r', ... lelles que Ton ait 

14 I ^ ^ . I ^ ^ 

Posons, pour abr^ger, 

21^// -1 —-Sla//* .| = p', 




Cette quantite restera done finie tant que .. 

seront < R. 

Or on a 

^<”^2 7 >h-/'+ . il+l'+ >0) 




ou, SI tous les modules [tt|, |M'j, ... sont <X, et si k designe 
le nombre des variables w, , 


if<.m 


I’Y': 


Cette quantite sera < R, si I’on a 




X<r( I — 


Y m 
V w H“ R 
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On trouvera de mime pour 1 des valeurs au-dessous 
desquelles chacune des quantiles p', ... sera •< R. En pre- 
nant pour X le plus petit des nombres ainsi lrouvl3, la con¬ 
vergence sera assuree. 

360. Cas particuliers* — Si Ton prend pour S, au lieu 

d’une sirie mfinie, un des polynomes z + z — on 

voit que radditioa, la soustraction ou la multiplication de 
series ayant un rayon de convergence donne une slrie de 
meme nature. 

Si I’on prend pour S la sine 

I _ I _ ;; 

^00 <* 00 , 

on voit que Tinverse de la sirie 

est d^veloppable suivantles puissances endures et posidves 
de Uf u', en une sdrie admettant un rajon de conver¬ 
gence, pourvu que le terme constant aos>*< ne soil pas nnl. 

361. TatoRtME. — Soit S(«, Zi, Za) un ildment de 
function analylique a n -(-1 variables. Si I’iquation 

S(«,o,.,o) = o 
a n racines nulles, I’Equation 

S{«, .. ,Za) = o 

admettra, «« 4 f,, sont infiniment petits, n racines 

infiniment petites. 

Nous renvertons a plus tard la demonstration gen^rale de 
cette proposition. Pour le moment nous nous bornerons k 
trailer le cas oil « =: i. Dans ce cas pardculier, I’dnoncd pre¬ 
cedent pent 4tre complete comme il suit: 

TBioaEME. — Si V^qualion S(«, o) = o a n raeinee 
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nidles, Vequation d(Uy js) = o admeltra, poitr z injini- 
merit petit, n jacmes infiniment petites. 

Chacune d^elles sera represenlee, aux ennrons du 
point r 0 , par un developpement conifergentj de la 
forme 

OIL •• sont des Jr actions positives croissantes, telles 
que le plus petit comniun multiple m de leurs denomina-^ 
tears soit ^/i, 

Dans certains cas particuliers, plusieurs de ces racines* 
pourront ^‘tie egales et seront repr^sent^es par le m6me de- 
veloppement. D’aulre part, il pent amver que quelques-imes 
des series U s’arrfitent apres un nombre limits de termes [ou 
m4me se reduisent 4 zero si S(z^, z) contient a en facteur 
commun]. 

Pour etablir cette proposition, nous supposerons proviso^ 
reinent que les racmes cherchees existent et admeltent cha¬ 
cune un d^veloppement de la forme U; nous d^lerminerons 
les nombres M, p, M|, pi, ... par la m^thode des coeffi¬ 
cients ind^terininds, au moyen de Pequation 

S(U,-5)=:0. 

Nous verrons qu’il existe n developpements U saltsfaisant 
k cette condition; et nous montrerons qu’ils sontconvergent^ 
aux environs de -5 = o 

362. Ordonnons S suivant les puissances croissantes de a ; 
en remarquant que quelques-unes des puissances de u 
peuvent manqucr dans cette s4rie, nous pourrons ecrire g6- 
n^ralement 

R designant rensemble des termes qiii contiennent u k une 
puissance supdrieure a n, el ^tant des series 

de puissances entiferes de z. 

Ordonnons ces series suivant les puissances croissantes 
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le 3 , en verLu des hypotheses faites sur S, commencera 
par UD terme constant An*, et si'i<Cn, commencera par un 
terme Ai2% ou a,> o. 

Mellant ces termes en evidence, on aura 

S(«, 5 ) = 

Substiluons dans cetle expression h. la place de u le d^ve-*« 
loppament 

U ^ M 4-Ml si*-! 4 -... = p. 

Le r^sultat S(a, z) de la substitution sera une serie de 

JL 

puissances entieres de Pour qu’il soit identlquement nul, 
il faudra que les termes d un m^me degr^, et en particulier 
ceux du degr^ minimum, se d^truisent* II faut done : qu'il 
y ait plusieurs termes de degre minimum; 2 ® que la somme 
de leurs coefficients soit nulle. 

363- Or il est clair que les termes de degre minimum ne 
peuveat se trouver que parmi les suivants: 

Done k suite des exposants 

(3) «24-j32^, , np 

doit presenter plusieurs termes minima. 

Pour determiner p par cette condition, remarquons que 
les entiers pi, ^ 2 , n vont en croissant. Si done nous 
iaisons varier p de o aoo, chacun des nombres de la suite (3) 
croitra plus rapidement que les precedents, et finira par les 
surpasser. 

Mais, pour [jt. infiniment petit, n jx sera evidemment le plus 
petit nombre de la suite. Si Pon fait croitre p, il arrivera un 
moment ou /? p deviendra pour la premiere fois egal a un ou 
a plusieurs des nombres precedents. Supposons qu’on ait 
a cet instant 

«t4- (3,ft.rr a* >-h(3,fA=...:=r/2p </i). 



S£RtE^< 


349 

Si p. continue a croitre, I’exposant qui, a cet 

instant, n’est superieur a aucun des suivants, et croit moins 
vile qu’eux, deviendra k son tour minimum, jusqu’4 ce qu’il 
atteigne un ou plusieurs des pr4c4dents. Soil it cet instant 

(4) +f* —•••—*1 <C {). 

A partir de la, a*+ deviendra a son tour minimum, et 
ainsi de suite, jusqu 4 ce que a, -|- p devienne, et reste 
deiinitivement minimum. 

Nous obtenons ainsi un certain nombre de valeurs de p, 
donnant cbacune plusieurs exposants minima. Consid4rons 
I’une d’elles, par exemple celle qui est d^finie par les Equa¬ 
tions (4) Elle sera ralionnelle, car on a 

et les quantitEs a, ^ sont des enliers. Soil d’ailleurs 1* = “ 
celte fraction, rEduite sa plus simple expression : on aura 

(3*’—§*—y'9> •• > P' Pa— y?' 

Y', ..., y Etant des entiers. 

364. Les valeurs de M correspondant 4 celte valour de [i 
s’obtiennent en Egalant a zero la somme des coefficients des 
termes de degre minimum. On obtient ainsi I’equation 

0 = 4 (M) = AaA jfc-MPi'-f-...-h A,MP. 

= MF^iCAft-t-A^MT’^-f-.. .-h A,Ml«). 

Le nombie des racines non nulles de cette Equation est 
Egal a — §*. Si done on considere toutes les valeurs 
ci-dessus trouvEes pour [a. avec les valeurs correspondantes 
de Rl, on trouve un nombre total de systemCs de valeurs 
de (|a, M) Egal k 

(rt — (3,) 4 - (Pj — Pa) + • • • = /> Pi* 

D’aiileurs I’Equalion S(«, i!) = o, admettant «P. comme 
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mcteur commurt a son premier membre, a racines iden- 
tiquemenl nulles Nous a\ons done bien trouv^ le premier 
lenne du developpement de chacime des autres racmes. 

On reniarquera toutefois qne, T^qualion <}<(M) = o pou- 
vant presenter des racmes multiples, piusieiirs des systfemes 
de valeurs (a, M) peiivent ^Ire ^gaux. 

Soienl M uiie des racines non nulles de I’equation <}^(M)=o, 
son ordre de multiplicity. Le premier membre de cette 
Equation ne contenant (apres suppression du facteur com- 
miin MP*) que des puissances de M multiples de elle 
admettra yvidemmenl la racine 6M, 9 dysignant une quel- 
conque des racines de I’umty, et avec le myme ordre 
de multiplicity. Le nombre total de ces racines sera done au 
moms dgal 4 n,^; d’ou rinygality 

et, a fot tiori, 

365. Posons mamtenant 

w = (M “h z'=zz\i 

Ux^ Zx ytant de nouvelles variables : i| viendra, en posant 
pour abryger = X, 

<5) S[(Mh- («H -1)» 

S, dysignant uu nouvel eiyment de fonction analylique qui, 
pour X ?= o, se rdduU a <j#(M -H ttj). Or ryquation 

v{/(M 

udmet la racine Ux = o, avec le degrl de multiplicity ti, . 

L yquation S|(<<i, =t) admettra done, pour z infiniinent 

petit, /i, racmes infiniment petites; nous ponrrons calculer 
la valeur priacipale de chacune d'elles, laquellc sera de la 
forme 

ou p' est une fraction de la forme Si /ij* est le nombre 
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des racines qui ont cette m^me valeur principale, on aura 


el, en posanl 




E 




z 


Vi 
1 ? 


on aura une relation de la forme 


Sj==o admettant, pour z infimment petit, racihes infmi- 
ment petites. 

Substituant la valeur ci-dessus de Ut dans Tequation (5), 
et posant, pour abr^ger, 

ja' V 

fJL 4- = Pi, X-h~=::Xi, 

il viendra 


S[M 4 Jt^ 4 - (Mi 4 - ^2)^^ -5] = Zx), 

366. Poursuivant ainsi, on aura, en d^signant par i un 
entier aussi grand qu’on veut, 

S[M5H-4- . ,4. (M,_j 4 - U()zP-^i, -3] = 5^), 

p, Pi, pi^i ^tant une s^rie de fractions de d^nomina- 

1 

teurs ^tant ^gal a el 

une s^rie de puissances telle que, pour 2 = 0 , I’^quation 
S,= o admette n, racines nulles. Enfin, on aura la suite 
d’in^galit^s 

rixqi%n^, ntqi^^^nt^x , 

et, a fortiori, 

qqt - • • qi^x < 

Les entiers positifs n, /i|, 71%, ... forment une suite non 
croissante qu’on peut prolonger ind^finiment. Comme iis ne 
peuvent s’abaisser au-dessous de i, il arrivera n^cessaire- 
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mei?.t un moment ou ils cesseront de d^croitie; k partir du 
m^me instant, les q deviendronl 4gaux a Tunit^. 

On aura done, pour toutes les valeurs de i qui surpassent 
un nombre fini, ^ 

7l| V, Zg 

V et m etant des entiers constants, au plus ^gaux h n \ et p.*, 
seronl des multiples de 

367. Deux cas seront a distinguer ici: 

1 ® Si V = I j la sdrie 

dS 

s’annule pour W| = o, mais sa ddnvee partielle 

n’est pas nulle. L’equation 

S,(«„s“) = o 

d'^linit done aux environs de ^ = o une fonction syneetique 
L 

de -s'”, ddveloppable suivant les puissances de cette quan- 
tite. Substituant ce ddveloppement k la place de Ui dans 
Texpression 

. H-( M|-.j “h iff 

on aura un ddveloppenaent U qui satisfait k TequatioD 
S(U,5)=:0. 

2 ® Si V > I, le second menibre de Tequation 

(6) S(if, s) « S[M.0t^+.. 4" -4- jsJzi: Sffiif, -S'”) 

contiendra un terme de la forme p etant une con- 

stante. Mais, au premier membre, ne figure que multipbd 
par ; on aura done necessairement 



S^KtSS. 


353 

Cela pose, soil p un entier quelconque <;v Prenons 
la denvee par rapport a u de Tequation (6), il viendra 


dP 

duP 


S(u, js) 




duP 



Cette Equation montre qu'en partant de la s^ne ^ S («/, s) 

on obtiendraitun developpement qui coincide dans ses i pre¬ 
miers termes ...-f-M|__| avec celui dedmt de 

S(m, ^). Le nombre i ^tant quelconque, la coincidence sera 
complete. 

Ce developpement est convergent; car, si Ton pose en 


^v-l g 

particulier p = v — i, la fonction s’annulera 


pour 




M, = o, z — 0^ mais non sa ddnv^e partielle L’eaua- 

1 g 

~ ^ defimra done une fonction Ui synectique 


JL 

en >s”* et dont le developpement est convergent 
Le developpement U = . ainsi obtenu, 

substitue dans les Equations 


S(a, 2)r=0, 


dPS(i/, z) 
~^P 


y satisfait identiqueraent. En effet, le r^sultat de la substitu¬ 
tion de U dans Tun des premiers membres sera une s^rie 
’sonvergente proc^dant suivant les puissances entleres et po- 
i. 

silives de -s'”; mais cetle s^rie contient en facteur commun z 
avec une puissance au moins ^gale a 

h-i —pF-i-l >{■»—?) 

et cela quel que soit L Or les quantiles [a,, p.a, .. s^ni 
J -- 1 . 12 
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des multiples de ~ dont chacun esl plus grand que le prece- 

dent. Done crost ind^finiment avec i Toutes les puis- 

sauces de quel que soit leur degr^, disparaitront done de 
la s^nCy qui devra se r^duire identiquement a z^ro. 


368c Soit U un des d^veloppements dont Texistence vient 
d^6tre ^tablie, et qui satisfont 4 S(w, z)=r o. Posons 


l£=: U -h 

+ z) sera une s^rie de puissances emigres de -s"* et 
de qui s’annule pour p = o et qui, par suite, contient v en 
facteur. Done, en remettanl pour p sa valeur — U,* el 

L 

remarquant que U est une s^ne de puissances de z'”, il 
viendra 

S(«, z)z={u— U)t(«, 3"), 


T d^signantune nouvelle s^rie de puissances. 

Si V esl > 1 , on sait en outre que U doit satisfaire aux 
equations 

dS 


du 


= o, 


da^“ 




Or^ pour “ == U, ^ se reduit 4 t(u, z"'). Done T, s^annu* 
lant pour ^ = 11, pourra 6ire mis sous la forme 

Ti designant une autre s^rie de puissances. On aura done 
S(m, z) = (a— U)*Ti(«#, 


d'S 

L’^quation = o montre de m4me que T< contient u — U 
en facteur et ainsi de suite : done S(m, z) pourra se mettre 



sous la foi*me 
( 7 ) 
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i. 

Si m>3, ^ admet m racines distmctes; d^- 

signant Tuiie deciles, elles auront pour forme gen«5rale 

e *” z"”, ou r prend les valeurs o, i, m~ i. En sub- 
stituant successivement ces racmes dans U, on obtiendra 
une suite de developpements U^, U;b-i tous difierents 
les uns des autres. Cela pos^, changeons dans Fidentite (7) 
i- lEI JL 

s’” en e “ s”*. Le premier membre reslant maltere, ii viendra 


/ sjn j^\ 

S(«, 4^) = (^^— 

Done 

(8) (u — U)^t(u,!!«) = («—U,)''T{a, s^}. 


Le second membre s’anaulant pour m = Ui, il en est de 
m^me du premier; mais U| — U n’est pas nul. Done 

t(w, 2 ”*) s’annule pour a = U^, et pourra dtre mis sous la 

forme (u — Ui)T4(w, >5"*)* 

Substituanr cetle valeurdeT dans Fidentite ( 8 ) et suppri- 
mant le facteur « — U| commun aux deux membres, on voit 
que, si y > I, T< s’annulera encore pour «= U| el pourra 
6 tre mis sous la forme (u — Uj)T2. Continuant amsi, on 
voit que S(m, js) pent ^ire mis sous la forme 

(w ^ U )^ {« — U, )'’©(«, s“). 


Par une suite de raisonnements semblables, on voit que 
S(u, 2)^peut dtre mis sous la forme 

S(«, s) = (u-Vnu - A (u - 


1 


dtant une nouveile s^ne de puissances de u et js”. D’ail- 

1 2/ TC/ ^ 

leurs, en rempla^ant z”* par une autre determination e 3"* 
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da m^me radical, S(w, z) ne change pas, ei les facteurs 
II — U, w — . se permutent entre eux. Done 

d’une part, et d’autre part, ne 

contiendront que des puissances de z^ dont Fordre est mul¬ 
tiple de m ; ce seronl done des series de puissances entiere^ 
de a et de z. 

Nous dirons que les d^veloppements U, Uj, 
se deduisent Fun de Fautre en ehangeant la di^termination 
1 . 

du radical forment un cycle de racines de Fequation 
S(uj z)7=o. Ces racines se permutent circulairement les 
unes dans les autres si z d^ent un contour ferme autour de 
Fongine. Le nombre v sera Vordre de multiplicity des ra¬ 
cines du cycle. 

Si 71 > /nv, il y aura d’autres racines. Soient Fune 
d’elles, /n', v' les nombres analogues 4 in, v qui lui cor¬ 
respondent. Un raisonnement tout semblable au precedent 
monlre que ^ peut se mettre sous la forme 

Continuant amsi, on mettra bnalement S(«, sous la forme 

[{u^U) .W(u,zy 

W designant une nouvelle s^rie, qui ne s'annule pas pour 

« = 0, z=o. 

369. Soit u une foncUon de z d^finie par Fequation 

Zo M'* -H Zi -hZrt O, 

les Z dtant des series de puissances entieres et positives de z 
convergentes aax environs du point ^ = o. Les n racines de 
cette equation seront repr^sent^es aux environs de ce point 
par des senes convergentes, proc^dant chacune suivant les 

puissances entieres el croissantes de m dtant un enlier 
^71. Toutefoisy si les i premiers coefficients ..., Zu\ 
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contiennent z en fecteur, i de ces d^veloppements contiea- 
dront au debut des puissances negatives. 

En effet, en posant s = o, on aura, pour determiner les 
valeurs correspondantes de une Equation de degre n — i. 
Soient a l*une de ses racmes, a son ordre de multiplicity. 
Posons 4- L’equation transform^e en aura, pour 

^ = o, a racines nulles, et d’apres Fanalyse precydenle, pour 
z inGnixnent petit, a racines infiniment peutes, dont chacune 
sera dyyeloppable suivant les puissances positives et crois- 

santes de m etant ^ a. 

Pour developper les i autres racines, qui cessent d’exister 
pour ^ = o, posons u = ^tant la plus haute puissance 

de z qui divise Z©. L^^quation transform^e 

tfJ-H 4;Zi + .= 0 

aura n racines nulles pour 5 = 0 , et pour z infiniment petit 
n racines infiniment petites, dyveloppables suivant les puis- 

sauces enti^res et positives de ^s'^.'En les divisant par 
on aura les valeurs correspondantes de u; ceux de ces 
n developpements qui commencent par des exposants n^ga- 
tifs donneront les racines cherchees. 

370. Tous les raisonnements ci-dessus subsistent si les 
coefficients Z ne sont plus des series infinies, mais des poly- 
nomes en z. Dans ce cas, u sera une fonction algybrique 
de z. 

Si d’ailleurs on pose^ = a + 2i, a d^signant une con- 

stante, ou js = — j u sera une fonction algybrique de z*. Les 

racines de I’^quation en u seront done dyveloppables suivant 
les puissances croissantes (en gyn^ral fraclionnaires) de 

z — a ou de 

z 

371, La thdorie prycydente est susceptible de nombreuses 
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applications. Nous nous borneroiis pour le moment a la sui- 
vante : 

I® Soient 

/(a?, j) M > H- Ml 4-. = 0> 

-hNi7"t 4- .= 0 

deuoo Equations algebriques. On demande de formev 
Inequation finale en x resultant de VHimination de y 
entre ces equations, \ 

Soienl jKi, • 7 ym Ifis valeurs de / en d^duites de 

la premiere equation, tjij % les vaieurs d^duites de la 
seconde La variable devant dvidemment dtre choisie de 
telle sorte que Tune des valeurs y\,yit ^ ym soit dgale k 
Tune des valeurs yji, . ., tI/*, satisfera a Tdquation 

{72-TQ/t)- 

Or on a d’une part 

N(yi —ini)...(ri —/!«)=:®(a?,r, )=:Ny?4-N,/?*4' , 

1^(ym- .(/m — — ’+• N,ys-H , 

*et d’autre part 

M(yi—UiXyi—vii).^..(ym—ui) 

4 * .. ..j 

n„) . (/„-»,) 

= (—!«») = (—0'"(Mri”+Miny‘+ ) 

L’4qaauon(9)pourra done s6 mettre sous les deuxfonnes 
sttivantes: 

-- g» ' • ■/{^. ) -0. 


Multipliant par N^M" pour chasser les d^uominateurs, il 
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viendra 

On volt, par cctte double forme donnee au premier membre 
de r^quatioii finale ( 10 ), que son premier meinbie est une 
fonction enti^re, d’une part par rappou ,uix coefficient®; 

N,, ... de la fonction d’autre part par rapport aux coeffi¬ 
cients M, M«, .. de la fonction /. C’est done un poljnome 
entier en x. 

Pour obtenir sous forme explicite le premier memkre de 
cette equation, il suffira de calculer son d^veloppement sui- 
vant les puissances descendantes de par ies regies qui oni 
exposees. Pour cela, on caleulera d’abord les d^eloppe- 
meats de^ racines ymy p«i» ceux des fonctions 

entieres M", ..m /w)? enfin celui de leur 

produit. Comme d’ailleurs on sail d’avance que cc produit 
est un [lolynome entier en x, on arretera le developpement 
aux termes de degre z^ro. 

Ge proced4 de formation de I’^quation finale serait asscz 
complique, mats il permet de reconnaitre facilement son 
degr^. 11 suffira pour cela de catculer le premier terme de 
r^quation. 

On peut reconnaitre, par un proedd^ analogue, si IVqua* 
tion finale a une ranine nulle, el assignor son degr6 de mul¬ 
tiplicity. Il faudra pour cela chercher le premier terme dii 
developpement de son premier membre suivantles puissances 
croissantes de x. 


VI. — Applications. 


37SL NoUVBAtrX BiVBI.OPrEMElST5 DES FOKCTIONS TRIOOiVO- 

witTiirQUES. — Nous avon» irouv^ (245), m dysignaiil un 
entier impair, la fonnule 


SiniTR 
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Cherchons quelle est la liimle de cette expression, lorsque 
m croil indefimment. 

Le premier facteur m tend evidemment vers 


Soit I-un des autres facteurs, nous supposerons 

sin*^ 

m 

d’abord etant un enlier arbitraire que nous fixerons 

ult^neurement. 

Les Quantiles sin^ — et sont des infiniment petits 

^ mm, 

lont les valeurs pnncipales sont et leur rappoit 

lend done vers Le produit des A:4-i premiers facteurs 
du second membre tendra done vers 


715 I— — 1 —-r 


INous allons voir que, en prenant k assez grand, le produit 
des facteurs suivants differera de Tunit^ aussi peu qu’on 
voudra, 

Consid^rons, en effet, un de ces facteurs, ou p soil >- A*, 
sans pouvoir surpasser —* La quantile sera de la 

forme (i h- e etant infiniment petit. D’autre part, on 
a, par la formuJe de Maclaunn, 


pTZ (pT^\ 
m ) I .s 


6 etant compns entre o et i. D’ailleurs, — est compris entre 


0 et - Done 

7 


o<cos^™<i; 
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. piz PTt . 

sin^— —A«, 

m m ^ 


kp etant compns entre i et i — ^ • 
On aura, par suite, 


_^ g)^ _ _ Bp 

m 

Bp ayant son module compns entre des limites fixes (en sup- 
posant que z soil fixe, ou tout au moms renferme dans un 
domaine borne). 

Or on a vu qu’un produit infini, dont le facteur general 
est de la forme ci~dessus, est absolument convergent (324) 
Done le produit d’un nombre quelconque de facteurs conse- 
cutifs 

r, 1 1 

L *• 

sera aussi voisin qu’on voudra de I’unite, si k est assez grand. 
On aura done 


SmTT-S = TZZ 




K tendant vers i a mesure que k augmente. En le faisant 
tendre vers cxd, on aura a la hmite 




373. On a identiquement 


/i* V rhj \ — n 


on pourrait done ^tre tent^ d’ecrire 


sin7r-5=:7r-5 JJ 4- 
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le produil s^etendant k toutes les valeurs positives et nega¬ 
tives de rentier n. Mais le produit ainsi obtenu ne serait plus 
absolument convei^ent. 

On peut remddier k cet inconvenient en posant 




Ce nouveau produit est absolument convergent. On a, en 
effet, pour le logantbme du terme general, 


® \ nj n n* 


6« tendant vers —- pour n mfini; et la sene qui a pour 
Q 

terme general esj absolument convergente pour toute 

valeur de js; elle le sera rndme uniformement dans tout 
domaine borne. 

374. Posons = | dans la iormule ( 1 ), li viendra 


'=m(-4i?> 


2 JLJI — I ^ 

s 

formulc decouverte par Wallis, 

375 Pour obtenir Fexpression de cos'ici; par un produit 
inbni, le plus simple est de partir de la formale 


CO&TtZ =• 


2^\ 


2 SlilTTJS 


iH- ]e " 
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Supprimant les facteurs communs, qm correspondent aux 
valeurs paires donn^es a n dans ie numerateur, il Yient 


(3) 


cos It 4! 





an -i- 


t)' 


' 2n-hi 


A chaque valeur negative n' de Tindice de sommation 
correspond une autre valeur /i, positive on nulle, telle qu’on 
ait 

an'-1-1=—(an-hi) 

Faisant le produit des deux facteurs associ^s correspondanl 
a ces deux valeurs n et n', il^vient 

0 

376. Prenons la d^rivee logarithmique de la formule ( 2 ); 
il viendra 

« 

(4) 7tcotir’«= - 4-V{—5--)> 

— ce 


la somme s’^tendant 4 toutes les valeurs entities de /i, zero 
except^. 

D^veloppons chaque terme smvant les puissances crois- 
santes de > 5 , il viendra 


,rcol7tz= - -2,^. +Zn^ -Zn^ + 

—.00 —«o 
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Mais on a, d’autre part, 


^ costtjsj 

1: COiTCZ = TT- = %l 


e 


-i%z 


Sin 7:5 

I 2 TT /s -h I 
;? 2 




.S«C 3 _ 






1,2 


‘ 1 .2.3 




84 , Bj, ... ddsignant les nombres bernoulliens (269). 

l^gaiant les coefficients des m^mes puissances de z dans 
ces d^veloppements, il viendra 


Bt 


2 7r^ 

1.2 




B 


m 


1 77*^ 

I 2 ..2W 



377 . On peut mettre ais^ment en Evidence sur les for- 
mules qui pr^c^dent la periodicity des fonctions trigonome-- 
triques. 

Gonsiderons par exemple le developpement (4) de coinz. 

Ajoutons ensemble les termes qui correspondent k deux 
valeurs egales et contraires de n, il viendra 



-N 


Ghangeons z en ^ H- i. La somme precedente se re pro- 
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duira, accrue de la quantile 

I 1 

a-t-i + N 

qui tend vers z6ro pour N = ao. Done cotita a la p^riode i. 

378. Pour le sinus, nous aurons 

N 

1 

N 

-N 

Si Ton change ^ en « -f- 1 , ce dernier produit se-reproduira 
mulliplie par facteur qm lend vers — i quand N 

lend vers oo. Done 

•sin + !);= —sin TTs, 

el sinTc^ admet 2 pour p^riode. 

379. S^RiE HYPERG^OMETRiQUE. — Consid^rons la sene 
hypergeometrique 

..(a-i-n — IJ|3(j3 4- 1) ..((34'W—0 ^ 

i'2.. /i.y(y H-i) .(y -h n —i) ^ 

Celle expression esl sym^trique en a el p. Elle se rMuira 
a un polynome entier si a ou ^ esl enlier el negalif; car lous 
ses termes, a parlir d’un cerlain rang, s’annuleronl. Elle n’a 
d’ailleurs aucun sens si y esl enlier et n^gatif, car ses 
leimes deviendraient inhnis k parlir d’un cerlain rang. 

Excluons done le cas ok Tun des paramelres a, p, y serkil 
enlier el n^galif; nous obUendrons une sene infinie dont 
nous aliens Windier lout d’abord la convergence. 
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Soil Un le terme g^n^al; on aura 

Un^i (a-h w)((3-l-/i) 


expression qui tend vers - quand n augmente ind^finiment. 

La s^rie sera done absolument comergente si | ^ | <; f • 

Soil enfin | a? | = i. Admettdns^ pour plus de g^n^ralit^, 
que a, p, y soient complexes^ et posons a = a^+ 

P = H- y = y 4- Y'4. On aura 


Un 


(1 + rt) (y -H rt) 



H- rt) (P + n) 





n^-h 2(i + » 

/i*-h 2(a' -h + * • • 

I-h 2 ( 14 - (S')!-!- . 


, = H-(H-/—a'—P')^+ •• 


la sene des modules sera done convergente, et la s^rie 
F(a-, p, y, x) absolument convergente, si y'—a'—^'> 0 . 
Au contraire, si y'—a'—sene des modules sera 
divergente. 

380. On peut former ais^menl une Equation diff^rentielle 
k laquelle satisfasse la s^rie P(a, y, x). En effet, consi- 
derons Pexpression 

# = AF 4 - Ba;F 4 - Ca?*F'' 4 - DP' 4 - ExF\ 

ou A, B, G, D, E sont des constantes aTbitraires. La terme 
en aura pour coefficient 

rA(y 4-/r)4-B/i(y 4-n) 4-G/i(« — 1 ) (y 4 -n)! 

L 4-D(a 4 -/i) ((3 4“ w) 4 -E/i(oe 4 -/i) (P 4 -/i) J 



sMies. 


367 


en posant, pour abreger, 

_ fle(aH" i)...(« -H ^ — i)|3(^ -h i). — j) i 

1,2., /ly(yH-i) • .(y-h—i) y-h;i 

La quantity qui multiplie q $st un polynome ea n du troi- 
sieme degrtf, et I’on pourra evidemment disposer des rapports 
des cinq constantes A, B, C, D, E, de manifere a annular 
ses quatre coefficients; on aura alors identiquement 

On trouvera ainsi 

(6) {CD ■— cD^)¥^-b [y — («-f- P -+- a|5P = o. 

381. En faisant vaner ies param^tres a, y de la sene F, 
on bbliendi^ uae infinite de fonctions distmctes. Deux de 
ces fonctions seront dites continues si deux de leurs para- 
metres ont la mAme valeor, leurs iroisi^mes param^ires dif- 
f^rant d’une umt^. 

TaifORfeME. — La fofiction F et deux quelconques de 
ses contigues sont hies par line equation lineaire ayant 
pour coefficients des polynomes du premier degre en x. 

La fonction F ayant six contigues diff^rentes, on aura ainsi 

— = i5 Equations diffdrentes. Nous aliens indiquer com- 

ment on pent les ^tablir. 

Consid^rons, par exemple, ies trois fonctions 

F(«,p,y,^), F(a,j3,y-i,^), F(a, y +1, ^), 

que* nous repr^senierons, pour abr^ger, par 
F, F-t, F,. 

Soil N le coefficient de dans F, formons son coefficient 
dans les fonctions F, arF, F„i, F|, ;a?F|. On trouvera 
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immediatement les valeurs suivantes 


Pour F . 

. N 

icF 

(« -4* /t — l) (|3 -1- « — I) 

F_, 

y-i 

a?F_, 

j^y-(-n — I «(y + n — 2 ) 

y-—i (a 4-n — i) ((3 4-n • 

F. 

N y 
y + « 

a;Fi 

y /i(y-4-n) 

y-hn (a4-n —i)(|34-n—I) 


On en deduit immddiatement que le coefficient de dans 
I’ei^pression 

(A 4- B^)F 4“ (C -1- 4- E^Fj 

N 

sera ^gal au produit de --r-T^r-- par une fonc- 

tion entiere du troisieme degr^ en n On pourra determiner 
les rapports des constantes A, B, C, D, E de mamere a 
annuier cette fonction. On trouvera amsi 

r 4- (y-«)(y-(3)^F,=o. 

Les quatorze autres equations peuvent s’obtenir par un 
precede identique. On simplifiera les calculs, soit en per- 
mutant les parametres a et ^ par rapport au:xquels F est 
sjmetnque, soit en profitant des equations deja trouvees 
pour en obtenir d’autres^ par Felimmation d’une des fonc- 
tions qui y figurent. 

Trois fonctions 

F(a, |3, y, x), F(a', (3', x\ F(a'^, j3", /. x)^ 
dont les parametres different de nombres entiers, sent bees 
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par une equation Iineaire, dont les coefficients sent des 
polynomes en En efFet, ces trois fonctions se rattachent 
les unes aux autres par une suite de fonctions contigues. 
Formant les relations qui existent entre ces fonctions, et 
eliminant les fonctions intermediaires, on obtiendra Fequa- 
- tion cherch^e. 


382. II est mt^ressant de determiner la valeur de la fonc- 
tion F(a, V, x) pour^ = i, lorsque cette sene est con- 
vergente. 

Posons X = I dans Pequation ( 7 ); il viendra 
y (a 4 -13 -y)F(a, (3, y, i) -h (y ~ «)(y—l3)F(a, j3, y + 1 , i) = 0 , 
d’oii 

F(y,[3,y,i) _ (y~g)(y —P) 

F(a, j3,y + i,i) y(y-a~ p) ‘ 


Changeant,dans cette equation,yeny4-i,Y-|-2,...,Y“h/i — 1 
et multipliant ensemble les Equations obtenues, il viendra 


F(d£, p,y 4 -n,i) 

_ (y-Qe)(y-«+0 (y —g-f-zi—I) (y-|3) . (y^(34-n~i) 
y{y4-i).. (y-f-ft —i) (y~a-~|3). .(y-a—^ 

_ n(/i,y)n(/?,y- oc~(3) 
n(rt,y — a)n(/i,y-“|3)’ 


en posant, comme au n° 325, 


(8) 


n(», z) 


1.2 ..(rt —i)/i* 
c(s-+* 0 - • 4 - /I — 1) 


Faisons tendre n vers oo; F(a, p, y + zi, i) tendra 6 yi- 
demment vers l*unit^; on aura done, en posant encore 


iimn(rt,^) = r(z), 


F(<x,p,y,j) = 


r(y)r(y-^«--(S) 

r(y^a)r(y-~(3)’ 


(9) 
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383. Fonction r. — La fonction r(a), d^fime par les 
Equations /^ 8 ) et ( 9 ), jouit de propn^t^s nombreuses e£ im- 
poTtaates. Nous allons en 4tablir quelques-unes. 

On a ^videmment 

JS ft ^ 

a 4 - 1 ) — • - B(«) a)) 

d’o4, en posant n = 00 , 

(lo) r(a 4 - 1 ) = ar('a) 

et par suite, k 4tant un entier positif quelconque, 
r(a 4-A)=ra(.a 4 -i). .(a 4-A' —i)r(a). 

On a d’ailleurs, identiquement, 

n(n,i) = t, 

r(i)=i 

r(l 4" k^ —» 1 . 2 . . *ka 

384. On a, en second heu, 

^ .W, V [l.3...(« - l)]* 

—s):- 

et, 4 la lipiite, 

r(a)r(-a)- 

On eii ddduit 


d’o4 

et, par suite, 


a^(r —a*)...[^« — 


TT 


a Silica 


(372). 


(11) r(a)r(i—a) = —ar(a)r(—a): 


IT 


sinira 


d’ob 


Posons, en particulier, a = j; il viendra 

r(i)*=it, 

r(i)=vi. 



S^BlBSe 


385. Formons encore le prodnit 

m”^YL{n,z)ll{n,z + ^ . n(^«,a + 2i^ 
II(m/i, mz) 

On v^rifie ais^ment qu’il a pour valeur 

m — \ 

m”‘"[i.a. (/»— 

iTa .{mn — i) ~ ’ 

quantity inddpendante de s. 

On aura done, en posant n = eo, 

».-rwr(» + i).. r(^ + =^) 


r(/ns) 


: limA' = C. 


G d<isignant une constante ind^pendante de z. 
Pour la determiner, posons « = — • 11 viendra 




MulupUons cette Equation par elle-m^me, en renverbant 
I’ordre des termes du prexnier membre. 11 viendra, en tenant 
compte de Tiquation (i i), 


jflt ---^ = ti* 

IT . 27r . (/ft —i)ir 

siTi Sin — ^sin . . 

m nr m 


Or on a 


2m-< 

rV 

m—i 

■/ Si2f\i 

S(OT+*1«A 

■=] 

n 


=n 

\x-e*'^ )\ 

\fs-r-e J 


r*— i) — 


27r 

2 cos — aj-t-i 
2m 




2(m —i)ir 

• 2 COS- X 

2/W 


Posons X — I + A, et ^galons les termes du premier degisS 

en h dans les deux membres; il viendra 

/ i: y T —r)ir“l* 

2 m = 21 2 sin — ) •••I i^sin——— j • 

\ 2 m/ L J 
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Posant = — r -f- A, on trouverait de m^me 


2 m = 2 1 cos 


2m/ [ 2m J 


Multiphons ces deux egalit^s et extrayons la racine carree; 
il viendra 


et, par suite, 


^ . TC . (/w —Ott 

m = 2 '^-^ sin — . sin - 

m m 

1 

C=:(27r) * m®. 


VII. — Fractions continues 

386. Soil A une quantity r^elle et positive quelconque; 
on pourra evidemment poser 

A I 

A — 

•^1 

etant un entier, et A< une quantity > i. 

On pourra poser de m6me 

. T 

Aj — aj ~h -j- j 

ai etant un entier au moms egal a i, et A 2 une quantile > 1 
Continuant amsi, on obtiendra pour A un developpement 
en fraction continue, tel que 

A =; (2o H- - - 


Ce developpement sera evidemment limite si A esl com¬ 
mensurable, illimite dans le cas contraire 

On nomme reduites de la fraction continue les fractions 

Pq _ ^0 Pi __ , * <3f(, a, -r- I 


- 


flgpUg-f“ 
fl52 "*}" I 
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387 , Theoreme —On a generalement 
I Qn —1 Qn—2* 

Cette formule est v^rifi^e pour /i = 2 par les valeurs ci- 
dessus de P 2 et de Q,. Nous aliens d’ailleurs montrer que, si 
eUe est vraie pour un nombre n, elle le sera pour /i 4 - 1 . 

P P 

En effet, - se d^duit de ^ par le changement de 
en a /2 4 -5—• On aura done 




i^n ' 


“T 'j P«—1 P«—2 


■ "t" 4~) Q»-«+Q»-» 

(<3?// P-h Pn~2) Ptt—1 

Q»—1 4- Q 11 - 2 ) 4- Qrt-i 


Pit4- P/t-j 
Q/8 4- Q»~i 


On Yoit par les formules (i) que les quantit^s Q„ croissent 
au del4 de toute limite quand a,augmente. En effet, an 
^lant au moms egal a i, on aura 

Qn> Qn—1 4“ Q;i_s> Qrt—24“ Qn—3 4“ Qrt_ 2 > 2Q,j_2* 

On d^duit encore des formules (i) la relation 

Pi»Q/i-i P »—1 Qtt ~ (Piz—i Qij- 2 —P «—2 Q »—1 )> 

etj comme Pi Qo — P©Qi == i ? on aura 

\^) P»Qn~i-P«-iQi.= (r-0"-^ 

On voit par U que P/* etQ« n’ontaucun diviscur commun. 
Les riduites sont done des fractions irreductibles. 

On a enfin 


(3) 




Qn Qn-1 


Qn~l Q» 


Qii-1 Qn 


P 

388. Les quantit^s 7 :^ convergent vers A. En effet, si dans 
Qn 
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I’idendt^ (3), qm pent s’^cnre ainsi 

Qn Q«—i 1H” Q»— 2 ) 


I p 

on change an en an + t—> 7 =:- 6 tant evidemment change 
en A, il "viendra 


(4) 







Les quantit^s Q croissant indefiniment quand n augmente, 
cette difference decroiira indefiniment. D^ailleurs, —— etant 

Aih-i 

compns entre o et i, cette difference sera comprise entre les 
deux limites suivantes : 


et 

Q/i-1 Qn Q»~11 Qn ■+• Q/*-i) 


Gbangeant /i en /i 4 - i, on trouvera de m^me que A — 
est compns entre 


P. 

Wn 


Q« Q«-4*i Qn (Qii-hi Qrt) 

Ges deux quantit^s sont de signe contraire aux pr^cedentes 
et moindres en valeur absolne, car on a 


Q«+i > Q«+Q«-i> 

Q/i Qn-hi !> Qre—1 (Q» Q/i_i). 


Done A, est compris entre deux reduites consecutwes 
quelconques et plus rapprocM de la derniere. 


389. Une r eduite quelconque ^ est plus rapprochee 

de A qu^ une fraction quelconque^dont le denominateiir 
est moindre que Q/*. 
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-Ip p 

Supposons, en effet, que ^ soit plus voisin de A que 

V Qit 


Pn-t 


Q Q«-i 

PQr^l-Pn^iQ 


Qn^tQ 


Qn 

P» 

P.^.1 

Q» 

Q;;:rl 


I 




Mais — Prt-iQ est un entier qui m peut s’annuler; 

car on aurait 


P ^hzL 


p 

et cette fraction est moms approch^e de A que On 
done 

1 PQi »—1 P»—iQ} > ? t 


aura 


et Pm^galit^ ne pourra ayoir lieu que si 

Q>Q«. 

contrairement k l^hypothese faite. 

390, Consid^rons maintenant* une fonction A develop- 
pable en s^rie suivant les puissances emigres et d^crois- 
sautes d’une variable a?. On pourra poser 

A ^1 <^2 

ao d^signant un polynome en x, etai, aj, *., des constantes. 
Posons 

cti a, I 

X X* A| 

Si aj,.^ est le premier coefficient qui ne s’annule pas, A| de- 
viendra infini d’ordre (ii avec x. £n le ddveloppant suivant 
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les puissances decroissanles de il viendra done 


A,= <ii+| + |i + 


a, 4tant un polynome de- degr6 [X|. 
Posons de mSme 


on en deduira 


^+h+- 

X X- 



3 


(Zj-)-— + ^ + 
X 


a<i 6tant ixn polynome en x du premier degre au moms 
Continuant ainsi, on obtiendra un d^veloppement 

A = aoH- 


limits SI A est une fraction rationnelle, illimite dans le cas 
contraire; < 22 , ... etant des polynomes dont les degr^s 
en a?, que nous ddsignerons par U 2 ? • •? sont au moms 
^gaux a Funit^* 


391. Considerons les r^duites 

P, I 

1 Qi (Zj tZf 


fl 


^0 H“ 


fli-h 


«2 


Les relations (i) subsisteront avec toutes leurs conse¬ 
quences. 

On en deduit tout d’abord que le degrd v« du polynome Q„ 
est 4gal a |X| -h uj-j- ...+ 

La relation ( 2 ) montre ensuite que la fraction alg4- 

p 

brique — est irreductible. 

On voit enfin, par la relation (4), que la difference 

p _ 

A — j=^~est d’ordre — — v„ par rapport a x. C^r 
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est d’ordre v„_,, et Q„ -t- ~ Q„_ 
comme son premier terme Q„ 
D’ailleurs, v„>v„_,, done 

< — 2V„_,. 


) est e\idemment d’ordre 
P 

I’ordre de A —sera 

V«—1 


V 392. Nous allons demontrer que, reciproquement, lonle 

fraction ^ telle que la difference A — ^ sort d’ordre <— 2 v, 

V etant le degre du denominateur Q, est necessairement 
egale a I’une des reduites precedentes 
En effet, considerons la sdne des nombres Vj, v^, 
soit v„_, le dernier nombre de cette suite qui ne surpasse 
pas V. On aura, par hypothese, 

en designant, pour abreger, par une expression 

d’ordre —. (2v -4- i) au plus par rapport a x. 

On a, d’autre part, 



Or on a 




Done le second membre de I’^gahte prec^dente sera d’ordre 
mf^rieur a —(v- 4 -V;i_ 4 ). Done il doit en 6tre de m6me du 
premier. Mais le denominateur Q est d’ordre v + 

Done le num^rateur doit ^tre* d’ordre < o. Mais e’est un 
poljnome, et son ordre ne pent ^tre < o que s’ll s’annule 
identiquement. 



PR££££B&G PABTIB. — CEAPITRB III. 


Oa aura done 


et, par suite. 


^rt—iQ 

P _ P«-i 
Q " Q»-. 

( p = 

I Q = 


k ^tant un poljnome d’ordre v — V/g^i. 

P 

On voit par la que ^ ne sera irr<§ductibie que si v = v«_i, 
auquei cas le facteur k se r^duit k une constante. 

4 

393. Proposons-nous de determiner directemeut une 
fraction ^ dont 'le denommateur Q soit de degre v, et telle 
qu’on ait 




Oa en deduit, en chassant le denominateur, 


AQ = P-}. 


11 faut done que, dans le produit AQ, les termes ^n —> ‘ ‘^ 


disparaissent. 

Soit, comme precedemment, 


et posons 


A <5^1 0 C 2 

A — ^0 -H ■+" 


Q — -f-By^^ 


Le coefficient Cx du terme en dans le produit AQ, sera 
evidemmeat donne par la formule 


Cx— OCX Bo •+• <5CX-j-i B| -h . - 4 - oXn-vBy 
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Nous aurons satisfaare aux conditions snivantes . 


(6) C,= 

ro, 

• > 

C^=: 0. 

Si le determinant 




2^4 


flCv+i 

11 

C£2 

a% 

. fiCv+2 


OCv-hl 


• • • **2V-hl 


n’est pas nul, ces Equations d^termmeront, sans ambiguity, 
les ifapports des mconmies B; la fonction Q sera determm^e 
a un facteur constant pr^s; on obtiendra la valeur corres- 
pondante de P en calcnlani la partie entiere du produit AQ, 
2 ® Si Av est nulj les Equations ( 6 ) ne d^termineront pas 
completement les rapports des coefficients B, et le poly- 
nome Q contiendra plnsieurs constantes arbitraires. 

Dans tons les cas, ies constantes arbitraires disparaitront 


r 

du rapport^, 


en vertu de la relation 


P 

Q 


que nous avons trouv^e plus haul. 

On voil par ce qui pr^cfede que la condition Av^o expnme 
qu’il existe une r^duite de degr^ v. Si done tons les deter¬ 
minants Ai, A 2 , .., sont difS^reAts de a^ro, ce qui aura lieu 
en g^n^ral, les nombres v<, V 2 , . •V/j, ., • formeront la s 6 rie 
complete des nombres entiers, et, par suite, les degres , 
{^ 2 ) • • •, p>/i, • des polynomes ct \, 5 0^29 * • * ? • • seront 

4gaux k Fumte. 


VIII. — Hazima et minima. 

394. Soit /(^) une fonction reelle de la variable r^elle s. 
On dit que /(ip) est maximum pour = si Fon peut 
d^Herminer une quantity e telle qu*on ait 

/(a 4-A)-/(«)< A 
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pour toute -valeur reelle de h moindre que e en valeur ab- 
solue 

EUe sera minimum, si I’ou a toujours 
/(a4-A)-/(a)>o 
dans ces m^mes conditions. 

Si, an point a, f{x) admet nne d6nvte/'(«) diflf^rente 
de z^ro, nous avons vu que, pour h suffisamment petit, 
f{a-\-k)—f{a) 

a le signe de hf{a). Son signe changera done a\ec celui 
de A, et li ne pourra y avoir ni maximum m minimum. 

Pour trouver les maxima et minima de/(^), il faudra 
done tout d’abord chereher les valeurs de la variable pour 
lesquelles f{x) s’annule ou cesse d’exister. Soil a Tune de 
ces valeurs. Pour s’assurer si elle donne effectivement un 
maximum ou un minimum, on calculera la valeur prineipale 
de la difference f{a + h) — /(«); car e’est ^videmment de 
son signe que depend celui de cette diflfi^rence pour les 
petites valeurs de A. Si ce terme principal est constamment 
n^gatif, on aura un maximum; s’il est constamment positif, 
un minimum Sinon, il n’y aura ni maximum ni minimum. 

Si f{x) est developpable aux environs du point a par la 
sene de Taylor, la r^ponse a cette question sera immediate. 

En effet, dans ce cas, /'(a) s’annule n^cessairement. 
D’autres deriv^es pourront s’annuler ^galement Soil 
la premiere de celles qui ne s’annulent pas : on aura 

/(a -hh)~fia) = ——-/»(o 4- Ok). 

I • 0 ^71 

La d^nv^e f^{x) ^tant suppos6e continue au point a, 
/"(a 4- 6 A) aura pour lunite f^{a) quand A tend vers z^ro* 
Done, pour toules les valeurs de A suffisamment petites, elle 
aura le signe de D’autre part. A'* sera toujours positif 

si n est pair; au contraire, si n est impmr, son signe change 
avec le signe de A. Done 

Jly a maximum, si it est pair, etf'*{a) < o; minimum, 
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St n est pair, et /'*( a) > o. // n^y a m maximum m mini¬ 
mum SI n est impair 

395 Une fonction r^elle /{oo^y ^. .) de plusieurs varia¬ 
bles reelles j , sera maximum au point ft, ... si 
Pod pent determiner une quantite s telle qu’on ait 

-+■ ft, ft 4-. •) — 

pour toutes les valeurs reelles de , de module •< e; 

elle sera minimum, si, dans les m^mes conditions, on a 
coiistamment 

/(a-hft, ft-hft, . ) — ft, •• )>o. 

Une premiere condition pour Pexistence d’un maximum 
ou d’un minimum est qu’au point a, ft, ... chacune des 

derivees partielles • • • s’annule ou cesse d’exister. 

Eri effet, si Ton pose en particulier ft = = o, la difJfi- 

rence 

/(a4-ft, ft, ...) — /(«» ^> • ) 

devra conserver un signe constant, tant que | ft | sera < s. 
Done ^ s’annule ou cesse d’exister au point a, ft, ... De 
nu^me pour les autres d^riv^es partielles. 

396. Supposons la fonction f{x^ j)/*, .. ) d^veloppable par 
la sene de Taylor aux environs du point a, ft, .... Ses d^ri- 
vees premieres devront s’y annuler. Admettons qu’il en soit 
de m^me pour toutes les derivees suivantes jusqu’a celles de 
I’ordre n exclusivement. On aura 

-{-ft, ft 4-ft, . •.)—•) * 

12 ../I 

-t-"/(<* + 9A, A + 6A>...) 


1 . 2 . 



382 


PKBIHl&RE PARTIE. 


CHAPllRG 111 . 


Posons 

pz=:\/A*-f-^*-i- . , h'=:ph\ k:=pk\ 


d’ou 


..ZZI. 


L’expression prec^dente prendra la forme 

P fill "P 

nP ^ , * n-hi P _^ 

1.2 ,/i 1.2.. (n-f-i) 


P/8 et Pj 2 ^.< ^tant des polynomes homogenes en A', A', . ., de 
degr6 n el n -f- I respeclivement 

Les coefficients de P^^,! sont, a des facteurs bmomiels 
pres, les valeurs des d^rivees d’ordre n + i au point a + 9 A, 
A + 9 A,..., lesquelles ont pour limites les valeurs des mimes 
dlnvles au point a, A, ... lorsque A, A, ... tendent vers 
zero. D’aulre part, | A'|, A'],... ne peuvent surpasser I’umtl. 
On pourra done assignor un nombre fixe M tel qu’on ait 


I 2 . (/2-M) 


< M 


des que A, A, ... seront suffisamment petits. 

Quant au premier terme, divers cas seront a distmguer • 
1 ® Le polynome P/jjreste constamment positif, pour tous 
les systimes de valeurs reelles de A', A', .. (sauf pour 
A^= A^=:. = 0 , auquel cas il s’annule). Dans ce cas, pour 

les systimes de valeurs de ces variables qui satisfont k la 
condition 

. = 1 , 

Pya sera positif, et, comme e’est une function continue, sa 
valeurne pourra s’abaisser au-dessous d’un minimum fixe m. 
On aura done 


mp^ 


.n 


/(a-+-A, A-f-A, . .)> 


1 . 2 . 





Cette quantity sera positive dfes que p sera devenu momdre 
que 

m 

1 . 2 . . ./iM 

II y aura done minimum. 

2 ^® Si Pfl reste constamment n^gatif, le mime raisonne-^ 
ment montre qu’il y a un maximum. 

3® Si Ptt pent prendre des valeurs positives et des vaieurs 
n^gatives^ il n^y aura ni maximum m minimum* 

Supposons, en e£Fet, que P« soit 4gal k + m^ pour le sys- 
t^me de valeurs A', ... et 6gal a — pour un autre 

syst^me de valeurs .... Soient 


Posons 


A|* “H... —. i, 

ft'*4. it'*-i-.. =1; 

F„{h',k', •)P'* _ OTtp **_ 

1.3.../I 1.2...rtX? 


f{a + h,b + k,...) -/{a, b, .:.)> - Mp»^S 

I * 2•*.Aj 

1 

quantity positive pour p tufiniment peht. 

Au contraire, si I’on ddterminait k\ k', ... par les rela- 


h'=Xh'„ 


on aurait 


f{a, <- 


quantity negative pour p iniiniment petit. 

Ce cas se pr^sentera n^cessairement si n est impair, car 
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on cliRTigcrR 1 g sign.6 dc cn ciiRH^oant colui dcs va¬ 
riables, 

4® Enfia, si Pn ne peut pas changer de signe, mais pent 
s’anauler ponr quelque systeme de valeurs autre que 

= 0 , 

il y aura doute. 

397 La distinction des quatre cas ci-dessus est aisee a 
faire dans le cas le plus ordinaire, od n = 2 . On n’aura qu’a 
mettre, par un precede d'Alg^bre connu, le polynome du 
ueoond degr^ P 2 sous la forme 

P2 = i2iXj-4-<72^2 - 4“ (^<^)> 

)es X 6tant des fonctions hneaires distmetes des m variables 

A', A-', . . 

Supposons d'abord que les coefficients a ne soient pas tous 
de m^me signe et qu’on ait, par exemple, >* 0 , a 2 < Si 
Ton determine A', A', .. de telle sorie qu’on ait 

Xt^o, X2=:. =X, = o, 

P 2 sera positif. Si Ton pose, au contraire, 

Xj^O, XjrziXs^:.. ;:z:XiZz:0, 

il sera negatif, II n^y a done ni maximum ni minimum, 
Supposons, au contraire, que les a soient tous de m^me 
signe; Pg aura toujours le signe des a moins qu’on n’ait 

X,=. =X,=ro, 


aiiquel cas il s'annule 

Si i<^ rrij on peut satisfaire a ces condihons par une infi¬ 
nite de ^valeurs de A', A', . On sera done dans le cas 
douteux. 

Si i = m, ces conditions ne seront satisfaites que pour 
A'=: A'= ... = 0. 11 y aura done minimum si les a sont 
positifs, maximum s’lls sont n^gatifs. 
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398. Consideroas, en parliculier, ie cas de de^iic variables. 
Posant, pour abr^ger, 

da* ~ ’ da db ~ ’ dh* ~ 


nous aurons 

P2 = AA'*H-QBA'j5:'-hC^'*. 

Si A^o, cette expression pent se mettre sous la forme 

P, =r 1 (A A' + B A' )* -H — k'K 

Done 

Si AC — B*-<o ni maximum ni minimum, 

AG —B*=o doute, 

AC —B*>o, A>o minimum, 

AG —B*>o, A<o maximum. 

Si A=:Oj on trouve les m^mes caracteres. En effet, soit 
d’abord B^o, d’oCi AC — < o. .11 n’y aura m maximum 
ni minimum, car P 2 = a B A'F-h aura k volont^ le signe 

de ou le signe contraire, suivant qu’on prendra A' plus 

Q^t 

grand ou plus pelit que — Enfin, si B = o, d’ou 

AC — := o, Pjr se rdduit a CA'* et s’annule pour o, 

quel que soil I! y a done doute. 

399. La discussion des cas douteux peut se faire d’une 
mamere k peu pr^s complete pour les fonctions de deux 
variables, fen effet, dans ce cas, 

/(a-h A, A -4- A) —/{ay b) 

est une sdrie de puissances entiferes de h el de k* 

Si cette sdrie contient en facteur une puissance de A, telle 
que A®, mettons-la en Evidence; nous aurons une expression 
de la forme 

A“S(A,A). 

Soil AA'* le teme de degre le moms ^leve en k dans 
J. -1. il 



386 PREmERE PAWTIE, — CHAPITRE HI. 

S(A% o) Pour h infimment petit, Fequation S(A*, h) = o 
donnera, pour A, n racines mfmiment petites, dont oh 
pourra calculer les d^veloppements suivant ies puissances 
croissantes (entieres ou fractionnaires) de h par la methode 
des n-^361 a 368, Soient K, K', ... ces developpements; 
V, v', ,, leurs ordres de multiphcite respectifs. Nous pour- 
rons ^cnre 

W etant une sene de puissances entiei?es, qui, pour h = o,, 
A = o, ne s’annule plus et se r^duit evidemment 4 A. 

Pour les valeurs r^elles et suffisamment petiles de h et 
de A:, W aura evidemment Le signe de A. 

Gonsid^rons les autres facteurs du produit. Si Tun des 
developpements K est comphqud d’lmaginaires, il sera ^vi- 
demment accompagn^ da developpement conjugue K|, qui 
sera du ra^me ordre v de multiplicity.* Le produit 

ik^Ky(k^K,y 

sera toujours positif, et ces facteurs n’entreront pas en ligne 
de compte dans le signe du produit. 

La myme chose a lieu si K est r^el, mais v pair; car le 
facteur {/c — K)^ ne peut ^tre negatif; la seule nuanqe est 
qu’il est susceptible de s^annuler. 

De mSme, si a est pair, ne pourra ^tre n^gatif. 

Si done il n’existe que des facteurs de resp4ce eonsiddree 
jusqu’a present, la difference /(a4-A, frrhA)—/(a, b)^ 
aura toujours le signe de A; tout au plus sera-t-elle suscep¬ 
tible de s’annuler. 11 y aura maximum ou minimum, suivant 
que A est ndgatif ou positif. 

Mais SI, cette suppression faite, il resle encore des fac¬ 
teurs, il n’y aura ni maximum ni minimum, 

En effet, supposons par exemple qu’il nous reste les fac¬ 
teurs 

K et K! dtant rdels, et a, v, v' impairs. 
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Faisons lendre h vers zero plus rapidement que A*, de telle 
sorte que K et K' soient tres petits par rapport a A'; /c — K 
et h — K' conserveront leur signe si Ton change le signe 
de /?, tandis que changera de signe. Done la difference 
/(a + A, i + A*) — /(<^? b) ne garde pas un signe constant. 

Supposons maintenant q[u’il ne reste pas de facteuij* 
mais seulement les facteurs 

(A-K)^(A-Ky. 

Posons /r = K 4- e t etant egal a ± i, et etant d’un 
ordre plus ^leve par rapport a h que la difference K — K.'. 
On aura 

(A - K)^( A - K')"'=: -- K'4- 

Pour h infiniment petit, le signe du dernier facteur sera 
le m^me que celui de (K — K')''', quel que soit le signe 
de 8; done le produil changera de signe avec e et il n’y aura 
ni maximum ni mmimum. 

400. Nous aurons d^apres cela, pour decider de Fexis- 
tence d’un maximum ou d’un minimum, k effectuer les 
operations suivantes : 

Nous delermmerons d’abord le facteur A® commun a tous 
les termes de /{a 4- A, A +• A) — / (a, A). Si a est impair, 
il n’j a ni maximum ni minimilm. 

Si a est pair ou nul, nous chercherons le premier terme 
MAf^ de chacun des d^veloppements K, K', — Nous ob- 
tiendrons, par la m^thode du n° 362, un certain nombre de 
valeurs de [jl, et, pour chacune d’^Ues, une Equation 

W(M) = o 

qui d^terminera les M correspondants. 

Nous chercherons les racines rtelles de cette Equation 
(les racines imaginaires peuvent 6tre 6cart4es, car les d^ve- 
loppements qui s’en d4duisent n’influent pas sur le signe 
du produil). 
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Si Tune de ces raciaes est d’un ordre de multipliciie 
impair il n’y a m maximum ni minimum; car, parmi les 
d^veioppements en nombre n\ qm s’en deduiscnt, ceux qui 
sent imaginaires, 6tant conjugues deux a deux, sont en 
nombre pair; il reste done un nombre impair de d^veloppe- 
ments r^els egaux on inegaux; Tun au moins d’entre eux 
sera done d’un ordre de multiphcii4 impair. 

Si est pair, il faiidra calcuier le second terme M< 
des developpemenls qui ont pour premier terme MAt^. 
Dans les equations qui determinent les valeurs de Mi, on 
n^gligera encore les racines imaginaires, et, s’li existe une 
racine r^elle d'ordre impair, on affirmera qu’il n’y a ni 
maximum ni minimum. 

Si I’on arrive a n’avoir plus que des equations privees de 
racines r^elles, il y aura maximum ou minimum. 

On arrivera ainsi a trancher la question • 

I® S’ll existe des developpemenls reels d’ordre de mulli- 
pliciie impair; 

2 ® S’ll n^existe pas de developpement r^el d’ordre de mul- 
tiplicite pair, et dont le nombre des termes soit illimite. 

Mais, si aucune de ces deux conditions n^est satisfaite, on 
ne pourra jamais arriver a la certitude. En effet, on pourra, 
en poussant assez loin les calculs, eliminer les developpe- 
ments imaginaires, et ceux des developpements r^els d’ordre 
de multipllcite pair qui s’arr^teraient d^eux-raemes apres 
un nombre limite de termes, mais les aulres resteront tou- 
jours, sans qu’on puisse assurer que la prolongation des 
operations ne permettrait pas de les d^doubler. 

401. Maxima et minima relalifs. — Soit a trouver les 
maxima et minima d’une fonction f{x^ z, «), les \ariables 
6tant liees par deux relations 

(1) 

(2) W) = 0. 

Imaginons qu’on ait tir6 de ces relations les valeurs de z. 
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a en x, y, pour les substituer dans f\ il viendra 
f{x, y, 2, «)=:F(j?,y), 


el, pour qu’il y ait maximum ou minimum, il faudra que 
dF dF 

— el ^ soienl nulles ou cessenl d’exisler. 
dx oy 

D . dF dF 

Bornons-nous encore au cas ou 1 on aura -v- = o. -r*- = o, 

dx ’ dy 

ou plus simplemenl = o. On a 




el celle Equation devra ^tre idenUquement satisfaite pour 
loule valeur de dx el de dy apres qu’on y aura remplace dz 
el du par leurs valeurs tiroes des equations 


(4) 

(5) 


^dx-^^dy -h^dz->r~dii—Oy 
dx dy ^ dz du ^ 

^dx-k-^dy -^^dz-\-^duz=:o^ 
dx ^ dy ^ dz du ’ 


qu’on obtient en differentiant les Equations = o, = o. 
Il faudra done eliminer dz^ du entre ces Equations (3), (4), 
(5) el egaler a z^ro les coefficients de dx el de dy dans 
I’^quation r^sultante. 

Pour effectuer celle Elimination, multiplions les Equa¬ 
tions (4) et (5) par des facteurs indElermmEs X, [jl, puis 
ajoutons-ies a TEqualion (3) ; il viendra 



et TElimination sera effectuEe si nous dElerminons X el [jl de 
telle sorte qu’on ait 
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Egalant alors 4 ziro les coefficients de dx et de dy, nous 
aurons 


( 7 ) f+ = 


dy 

’ dx 


‘ dx 


df dy 


^dy 


Les Equations ( 6 ) et ( 7 ), jointes aux Equations (i) et ( 2 )^ 
d^termineront les six quantiles 2 ?, y, -s, w, X, [x. 

On reoiarqueraque les Equations ( 6 ) et( 7 ) s’obtiendraient 
imm^diatement en egalant a zero les d^riv^es partielles de la 
fonction 

402. Soil k determiner la plus grande (ou la plus petite) 
valeur que prend la fonction/(^) lorsque 2 ? varie de Xq k a 
Cette valeur pent correspondre a Tune des limites ou a un 
point intermediaire a.. Dans ce dernier cas, il est clair que 
f{a) sera un maximum (un minimum) de la fonction/(or),! 

Pour resoudre la question, il faudra done calculer les 
maxima (ou minima) f(a)j f{b)^ ... de la fonction daiqis 
Tintervalle de 2 ?o a 2 ?i, ainsi que ses valeurs extremes /( 2 ?o)? 
f{(C\)t et prendre la plus grande (ou la plus petite) de ces 
quantiles. 

On agiraitd’une manifere analogue pour determiner la plus 
grande ou la plus petite valeur d’une fonction de plusieurs 
quantit^s lorsque le champ de leurs variations est assujetti a 
certaines limitations. " 


403. Appliquons les m^thodes pr^eddentes a quelques 
probl^mes. 

PaoBLEMX I. — Trouver ta j^lus courte distance d^un 
point P d une droite D. 

Soienta, a|, les coordonn^es du point; celles 

dhm point fixe pns arbitrairement sur la droite; b% ses 
cosinus directeurSf c’est-a-dire les cosinus des angles qu’elle 
fait avec les axes. Les coordonnees a?, z d’un point situe 
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sur la droitea la distance t du point a, seront evidem- 
ment 

w=:a + bty y=zai-hbitj 

el sa distance S au point P sera donnee par la formule 

(a + «)*-+-(«!4- 6i^ — a,)*+(a 2 4- 

= 2 (« + bt’-ocy. 

II s’agit de determiner la distance variable t, de telle sorte 
que cette expression soil minimum. 

EUe a pour deriv^e l 2 b(a'^ht--- ol)^ quantite toujours 
continue. II faut done ^galer cette denvee a z6ro, ce qui 
donnera 

lh(a -ol) -^Ib^tzzo^ 

d’ou 

_ 

Substituons cette valeur dans Texpression 


il viendra 
*r=:2(a-«)•--2 


[lb(a---o:)y [2b{a--^o^)Y 


_l(a^aYlb^-[Ib{a--a)Y 

Cette expression represente bien un minimum, car la d^- 
rivee seconde 

ef-3* 


dt^ 


1226* 


est positive.' 


404. Probleme 11. — Tromer la plus courte distance 
de deux drones. 

Soient 

(8) 4?=za4-6^, = z:=za^>^hit 
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les coordonnees d’un pomt^de la premiere droite, 

( 9 ) ^ = aH-(3r, 73==:ajH-|3,T, 

celles d’un point de la seconde droite. 

La distance 8 de ces points sera donnee par la formule 

-■=(« — a-h — 6T)2-f-(flft— ai-h b^t — (3it)» 

-+• (fltj— ocg-+- b^t — |32‘r)** 

11 s’agit de determiner les variables ^ et t de telle sorte que 
cette expression soit minimum. 

Les ddrivees partielles de cette expression par rapport a t 
et a 1 ; sont toujours continues. En les egalant a z^ro, on aura 
les deux equations de condition 

I 

+ (flj — fitj + b^t — jSjT) = 0 , 
I 

¥ "dr" ^ — (3 t) —aj4-di^—6ir) 

-f-jSj (^2 — a ,^2 ^ — Pa'f) = o. 

filiminant successuement entre ces equations chacune des 
quantites entre parentheses, et posant, pour abreger, 

6j(3t—6j(3i=A, ds§ —*P2=A„ 6j3i—6 i|3 = A„ 

on en. d^duit 

a — <X' + bt~^-: _ «! —aci + dif —(3|T _ a5_a, + *,f — 

^ “ Ag ‘ 

Soit X la valeur commune de ces rapports; on aura, pour 
determiner if, t et X, les trois equations lineaires 

AX -|-|3t — bt ziza —a, 

AiX -4- j3iT— bit = ax — aj, 

AgX 4- pjT — b^tz=z — ^21 



d’oil I’on deduit 


1 - ^ 

d’ 


s6kies. 


M 
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^-w 


L, M, N, D desigaant les d^termiaants suivants 

=A(a—a)-hAi ( 0 , —a,)+A,(a 5 —«,), 


M = 


N = 


D = 


a —» p 
Ol—«1 Pi 

«*—«» P* 

A a — a 

Aj Oi — «i 

A, flj — oci 

P 
Pi 

P» 

P 
Pi 

Pi 


-i 

-*i 

-b 

-b, 

-b. 


A 

Ai 

A, 

A 

Ai 

A. 


a — a 

ai —c^i 

CI 2 OC 2 

- 6 , 




Enfm, Ton a 

d = V'A*X*-hA*X*4-A^X*=: 


±L 


V/A*-+.A* + A 5 


II esl evident, d’apres (a nature du probl^me, que cette va- 
leur de 8** est un minimum Poui le verifier, formons les de- 
rivees secondes 


I d*5» 


2 dt dr 
j d»3« 
2 dr’ 


• 6p — bi3t — ^api 


:P*+P! + P*. 


fja quantity representde dans la theone generate par 
AC — B- est egale a 

4(62 J. 6* 4- 6*) (^*+ PI) - 4(6P + b,^, + 6,p,)* 

= 4(A*-t-A*H-A*). 
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Elle est positive. Done, il y a Men maximum on minimum^ 
D’ailleurs 


1 

2 df* 


&1>0; 


ce sera done un minimum. 


405. Remarque L — Les quantiles fe, 64, et pa, 
^tant les cosmus directeurs des deux droiles donnees, satis- 
feront aux Equations 

(3t+(3j4.j3J = i. 

Mais nous n’avons pas fait usage de ces Equations. Les for- 
mules Irouv^es subsisteraient done en donnant 4 ft, 

P, Pi, pa des valeurs quelconques. D’ailleurs, les Equations 
(8) et (9), pouvant se mettre sous la forme 


X 

— a 

1 

1 

I a 

1 

z — at 


b 

“ bi - 

- b, 

1 

— a 

1 

rS 

1 

1 




pi 

- (3, 


ne cesseraient pas de repr^senler des lignes droites. 
Remarque IL — Si nous posons 

Aa,, a2 =: «24-AcTj, 

P = 6-f-A^, Pi = il A61, 

les formules prec^dentes deviendront 

A=: ijAij— b^^bxy A^izz b^Ab-- bAb^, A2 = 6A6i— 61 A< 

Aa Ab b 

L=:—(AAaH-A|Ai2i-4-A2A«2)= Aai Ab^ b^ , 

Aa^ Abf bi 

A Aa b A i + Ai ^ Aa 

Ai Aai 7 IV A\ il “f* Aif —-Aai , 
A2 Aaa ig Aj ij -:j-* Aig —• Aa% 

D=:A*-hA?^-A|, 



M = 
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et Ton aura encore 



Nous ferons un frequent emploi de ces formules. 


406. Problewe III. — Trower Id plus courte distance 
d^un pointA un plan. 

Soient a, 6, c les coordonn^es du point et 
( 10 ) = o 

r^quation da plan. Nous aurons a rendre minimum Fexpres- 
sion 

3* = (d: ~ a )* 4 -(y “““ 6 )*-f-(^c )*, 

oik j 5 sont li^s par I’^quation pr^c^dente. D’apres la 

regie gi^n^rale donn^e pour la recherche des minima relatifs, 
nous aurons k ^galer k zito les d^riv^es partielles de I’expres- 
sion 

{y ^ bf 4~ (5.—c)*4- 4 - ny -hpz 4- ?)> 

ce qui donnera les Equations 

2 (^ — fl) 4- Xm = o, 

3 ( j— &) 4-Xw =: o, 

3 X -5 — =0, 

niixqueUes on joindra la suivante : 

o =s= mx -hny-^p^-^g 

— a) ~hn{y — b) -\rp{^ — 'c) 4- nia nb pc + q. 


On en d^duit 

y-^b'=- — z c= 

^ ^_ ma 4- 4- pc 4- ^ 

^ . m^4-/i*4“/>* 


8 * = (i )* (/»* 4-II* 4-/> *) = 


(mg 4- n^4-iPc4“<y)* 
m*4- /i*4-j3* 
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Pour verifier que cette expression represente bien un 1111 -' 
mmuin, cherckons les denvees secondes de considere 
comme fonction des variables mdependantes d une 

fonction z de ces variables, defime par Tequation ( 10 ). On 
aura successivement 

dr . V 2 m, 

— = a(x — a) + a{z-c)-^ = i(x-a) — — {z — c), 

2m dz 2m^ 

da^ p dx ^ ^ ^ 

d- 3* _ 2 m dz _a mn 

dxdy^ p dy * 

On trouvera de m^me 

dM* 2/i“ 

d/* — ^ pi 

Les expressions d^sign^es dans la throne g^nerale par 
AG — et A seront ici 


et 





V ^ p* ) 

P^) 

1 -‘.-r- 


2m^ 

2 -{-y-. 

P' 


Toutes deux ^tant^posiuves, on auia un immmum* 


407. PaoBLEME IV — Troiivei les maxima et minima 

f 

de la fraction 

/= -h2a^^yz -H 2ai^zx 

et 

9 = %a^^xy H- 2cii^<^yz H- icnx^zx 

etant deux fonctions homogenes du second degre en Xj 

j, z. 

IjR vdleur de cette fraction ne dependant que des rapports 



si^Riss* ^97 

des variables a?, -s, il est permis de supposer leurs valeurs 

absolues choisies de telle sorte qii’on ait{p = i. 

On aura done a trouver les maxima et mmima de /, etant 
donn^e Pequation de condition 

On devra, comme on sail, deter-miner x, y, \ par les 
Equations 

9 =:i, 

(.,) |:+),^=o, 

^ ^ Ox dx dy dy ‘ dz ^ 


ou, en efFectuant les calculs, 

i (ail -+■ + (« 2 i 2 + 4- (^i3-h X«13)5 =: o 

(^12 + 4“ (<3'22 4- Xajs)y H- (fl23 4- X«23)'5 = O, 

(^i3 4- 'lfX\%)x 4- (<723 4- 4- (^33-+- =: O 


Or r^qualion 9 = i montre que y. z ne peuvent ^tre 
mils a la fois. Done le d^lermmant des Equations ( 12 ) doit 
^tre mil, ce qui donnera ime equation du lioisieme degre 
en 

Soil X line des racines de celte equation; en la substituant 
dans les equalionJ^(i 2 ), elles se rMiuront k deux equations 
distinctes, qui fourniront les rapports de x, y. z L’equation 
9 = I acheveia de determiner ces quantiLes | 

La valeiir correspondanle de ^ sera — A En effet, / el 9 
dtant des fonctions homogenes du second degre, on aura 


X 

X 


d/ d/ dj 

Ox dy az 

{J 9 d9 d 9 


Ox 


dy " dz 


= 2/, 


= 29 


Les equations ( 11 ), reepectivement multiphees par x, z 
et ajoiUdes ensemble, donneront done 

9 


2/-h2(pl = 0, d’ 0 (l 
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Avant d’aller plus loin^ nous remarquerons que la foiic- 
tion peut se meltre sous la formo 

+ —/ + —-s) +9tr 

<p 4 ^tant une fonction de y et de telle que 

On pourra de m6me mettre (fi sous la forme 



La foncUon y sera ainsi d^composee en une somme de trois 
carr^s, respectivement multiplies par ai 49 ^u? y* 

Nous supposerous, dans ce qui va suivre, que ces trois 
coefficients sont positifs. II est clair que cette condition est 
necessaire et suffisante pour que prenne une valeur posi¬ 
tive et diffdrente de z^ro pour tout systeme de valeurs de it?, 
j/, z autre que o, o. o. Cette condition etant remplie, les 
valeurs de itr, y, z pour lesquelles on a = i auront ndces- 
sairement un module borne; car il faudra que chacun des 
trois termes positifs dont o se compose, pris isolement, 
soil < I. Les valeurs de f correspondant a ces divers sys- 
temes de valeurs de z seront done born^es, et, par suite, 

f pr^sentera necessairement au moins un maximum et un 
minimum r^els, correspondant k des valeurs r^elles des va¬ 
riables Soient z^ les valeurs qui correspondent au 

maximum, par etemple; X| la valeur correspondante de X. 

Posons 

5 , Vi, 2 ; etant de nouvelles variables, et m, n, /i«, ma, 
des quantiles quelconques telles que le determinant de la 
substitution ne soit pas nuL Aux valeurs x~X\^ y *— y^^ 
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z = qui donaent le maximam, correspondront les valeurs 
5 mi, 7| = o, lj = o. D’ailleurS, apres la transformation, / 
et ^ deviendront de& fonctions des nouvelles coordonn^es, 
homogenes et du second degr^, comme auparavant. 

La transformation une fois execut^e, appelons z nos 
nouvelles variables pnmitivement designees par 5, v), Appe¬ 
lons 6galement an les coefficients des fonctions/ 

et © rapport^s k ces nouvelles variables, - sera maximum 

et ^ ^gal k I’unit^ pour x — i^ y~o^ 5 = 0 , \ = \^. On 
aura, par suite, an = i, et, les Equations ( 12 ) ^tant satisfaites 
pour le maximum, on aura, d’autre part, 

(i3) ^1 = 0 , au-h^iai5=: o, ai3-hXiai3=o 

Posdnt maintenant, pour abr^ger, 

X = ^-hai2y 4 -«i3-s, 

on aura 

<p = X*-+-(pi, 

/=^X,X*+/t, 

el/« 6tant des fonctions dej, z, dont la premiere sera 
positive pour tout systfeme de valeurs de y, ^ autre que 
y = 0, -5 = 0. 

Operant maintenant sur les fonctions de la m^me 

maniere que nous Tavons fait sur cp et/, nous pourrons les 
mettre sous la forme 

(pl=: Y*-+-92> 

(pa et /a ne contenant plus que -5, et par suite 6tant respecti- 
vement de la forme 
Posant 

Z m z ^/p", *“ ^3 ~ ? 

on aura 

= /i=—^3^*? 



4 oo 

et, par suite, 

(x 4 ) 
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\ (p = X» + Y*+ZS 


d’ou ce iheoreme : 

Etant donne un systeme de deux fonctions quadra- 
tiques f et dont Vune est toujours positive, on pourra, 
par un changement de variables reel, en faire disparattre 
les rectangles des vaiiables. 

Les deux fonctions ^tant ainsi prepar^es, Tequation en X 
deviendra 


o = 


— Xj-hX o o 

o — Xg X o 
o o — X 3 - 4 *- X 


= (X~X0(X-.Xg)(X-X3). 


Cette equation a pour racines les trois quantiles reelies \, 
X 2 , A 3 . Done, V Equation en\a toujours ses racines r^eltes. 
On voit immediatement sur les Equations (i4) que la plus 

grande de ces racines rendra ^ minimum, la plus petite le 

rendra maximum, la troisi^me ne donnera ni maximum ni 
minimum. 


408. Probleme V, — DHerminer un point M = 
tel que la somme de ses distances p<, p 2 rp 3 d trois points 
fixes A| =(ai, b\), A 2 =(a 2 , b^), A3=2(<3f3, bz) sou mini¬ 
mum. 

La somme des trois distances est 




Ses derivees partielles sont 


1 

2 


a> — g, 
pi 

y~f)i 

Pi 


=]^cosa„ 

= 28in«„ 


a, d^signant Tangle de la droite A,M avec Taxe des x. 
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Au point M dies doivent 4tre nulles ou cesser d’exister. 
Supposons-les d’abord nulles. On aura les deux Equations 

cos«, cosaj-h co8a,=z o, 
sin a, -f- sin«j + smctjzro. 

,Multiplions la premiere par sinaj, la seconde par cos * 3 , et 
retranchons; ilvient 


sin(a,—as) — sin(a,—« 3 )=:o, 

d’oii 


flCj *“*■* Otjn***"* 


On trouve de m^me 


dCj— flCjin: ot3-—* aj_. 


Les angles mutuels des droites A,M, AjM, A 3 M serout 
done de et le point M s’obtiendra en d^crivant sur chacun 

des cAt4s A| Aa, A 2 A 3 , AaAi un segment capable de 

Si L’un des angles dn triangle A, AjA, est > les arcs 

de cercle dont I’intersection devrait donner le point M ne 
se coupent pas. 

II doit pourtant j avoir un minimum. Mais il ne pourra se 
presenter qu’en un point ou les d^nv^es partielles cessent 
d’exister, c'est-a-dire en I’un des points Ai, A 3 , A,. 

II est aisd de verifier qu’il a lieu an pomt A,, sommet de 

[’angle obtus. ' 

Fig 8. 



Soil en efifet M un autre poiut. Montrons que 
A j A 3 H" A, A 3 iMAj ■+* MA 3 * 4 " ]W A 3 . 
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On a 

AiA*-f-A,Aa=MAjcosfjL-+-MA3COsv-4-MAi(cosX-i” cos)^ ). 


Or cosp., cosv Eont 51 et 

cosX -f- cosX'= 2 cos - — cos -—^ 12 cos—<; i> 
22 ^ 

car, ~*~ - A ^tant' compns entre ^ et son cosinus est moindre 
quei. 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATIONS GEOMETRIQUES DE LA S^IRIE 
DE TAYLOR 

I — Points ordinftires et points singuliers. 

409. Soient F(X, Y)=o I’^quation d'une coiurbe plane „ 
{^iX) points, aux environs duquel nous suppo- 

sons F d^veloppable par la s6rie de Taylor 

o = F(X.Y) = §(X-x) + |(Y-y)^i^(X-.r^.... 

Coupons la courbe par une droite 

X — ^ — ocf-+-A, Y—+ 

et supposons que cette secante se rapproche ind^finiment du 
point {s!ty) ett conservant une direction constante et d’ail- 
leors arbitraire. 

Si p de ses points d’lntersection avec la courbe se rappro- 
chent ind^finiment de (a?, /), on dira que ce poiut est de 
Tordre p de muluplicite. Si p = i, ce sera un point simple 
ou ordinaire; si p>i, ce sera un point multiple on sin- 
gulier. 

Comme a chaque valeur de t correspond un seul point {a!,y) 
de la sdcante, Pordre de multiplicity cherchy sera yvidem- 
ment ygal au nombre des racines infiniment petites de 1’^-' 
quation 

o = g(«f + A)+^(Pt + *) + ~(«< + A)*-t-..., 
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ou, ce qui revient au meme, a celiii <l€s raernes tlulles de 
reqiiation limile 

Le iiombre {x sera done egal a Tumte, loutes les fois que 
dF 

_ ne sont pas nuls simultanement; il sera egal a /?, si 
dj7 dr ^ “ 

dF dF d* F 

Ics d<§ri\^es -r-j -r-? -r-T> • •• d’ordre < n s’dunuleiU loutes, 
ds dy dx^ 

I’uue au moins des deriv^es d’ordre a etaut \ o 

Le nombre des racines nulles, etant suppose egal a n pour 
une directioii arbitraire de la secanle, se trouvera accru si a, 
P sont di^ternunes de mamere a annuler le coefficient 

An p aw p 

dx^ ^ dx^^^dy 

du terme en c’est-a-dire si la secanle est parallele a rune 
des droites du faisceau 

Ces droites se nonunent les taagentes au point {x^ r). 

En un point simplei, on aura une seule tangente 

)+f(V-7) = o 

410« A iine valeur mfmiment petite de X —x correspon¬ 
dent line ou plusieurs valeurs iiifinirnent petites de Y —r* 
Proposons-nous de les developper en sene. 

Supposons d abord que (-a:, jr) soit un point simple Si I’axe 

dF 

des Y n'est pas parallele a la tangente, ^ n’elant pas nuU on 

u’aura qu'uiie valeur mfimment petite de Y —jr, develop- 
pable comme on 1 a vu, suivanl les puissances entieres et po¬ 
sitives de X — or. 
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Si I’axe des Y est parallele a la tangenle, ^ est nul, mais 

dF ,, „ ^ 

ne 1 est pas, et I on aura 

dF * 

en mettant en evidence, parmi les termes qui ne contiennent 
pas X — x, celui dont le degre en Y —y est le moindre. 
Cette equation admet r racines infiniment petiles donnees 
par I’expression 

1 

/ r /9F\r 4 2 

^~y=[k. -£) (x-^r+«{x-.?f+.... 

ou 1 on prendra successivement les diveises d^terminalions 
1 

du radi( al ( X — xf '. On obtient ainsi un cycle de r branches. 

Supposons au conlraire multiple d’ordre n, et ad- 

mellorjis, pour plus de simplicity, que Taxe des Y ne soil pa- 
rallele a auciine des tangentes en ce point. On aura 

o = F(X,Y) = Ao(X-a:)«H-A,(X-^)«“*(Y~y)-^ . 

+ A„(Y—/)«-^Bo(X — 

le (oefflcient A„ n’ytani pas nul Liquation admet done n 
racmes infiniment petites, donnees par des series 

, Y- y = lAn{^~x)^ .. 
oil M|, , M/i sont les racmes de F^quaiion 

Ao-f-AjM-h, .A;jo, 

qui donne les coefficients angulaires des tangentes. 

Si les I acmes de cette equation sont toutes inegales, les n 
dyveloppements seront stfparys des le debut, et ne conlien- 
dronl que des puissances entieres. Si, au contraire, plusieurs 
tangentes coincident, la singularity sera plus complexe, et les 
dyveloppements contiendront le plus souvent des puissances 
fraetionnaires de X — x, Mais on sait que dans tous les cas 
ils peuvent ^tre associys en cycles en. reunissant ceux qui 
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s’obtoennent par les diverses determinations d’un m^me ra 
dical 

\ 1 

En posant (X —x)’=r, Vensemble de& branches d’un 
m^me cycle pourra etre represent^ par le systeme des deux 
Equations 

X-X-ry 

y —y at^ , 

r, /’o sent des entiers croissants sans diviseur commun. 
Si les coefficients aay ... sont reels, le cycle admettra 
des points r^els aux environs de llorigine. Pour discuter la 
forme de cette portion de courbe, il est permis d’admettre 
qu^on ait pris la tangente pour axe des auquel cas a? = o, 
a=Oy ei qu’on. ait d^termin 4 le sens desy de telle 
sorte que a© soit positif* 

I** Sir est impair, ro pair, Y est toujours positif, et X a le 
signe de t. La courbe a donb la forme de la figure 9. 

9 


*2^ Si r et To sont impairs, Xet Y ont le signe de et la 
Fi$, 10 



courbe pr^sente Tinflexion reprisent^e dans la figure 10. 
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3 "^ Si / est pair, r© impair, X est positif, Y change de signe 
avec on a un rebroussement de premiere esp^ce {fig* 11). 

Fig. II 



4^ Si r et To sont pairs, X et Y sont toujours positils : on 
a ,un rebroussement de deuxi^me espece {fig* 12). 


g 12 



4 H. Supposons maintenant la courbe d^finie par deux 
Equations 

X=/(0, Y = 9(0. 

Soit ^0 la valeur de t pour laquelle on a X = ar, Y =y, et 
admettons qu’aux environs de cette valeur les fonctions f et 
cp soient d^veloppables par la s^rie de Taylor. On aura aux 
environs de ce point, en posant, pour abr^ger,/'(^o) = 

X — ^ = — ^o) -j-. , 

a 

... 



PREMifeRE PARTIS. — CHAPITRE IV 


4o8 

Coupons la courbe par une droit e 

o,{X-a:) + p(Y-^y)zzh 

infiniment voisine du point (x, y). 

Los t des points d’lntersection seront donnes par Tequa- 
tion 

Cette Equation en t — n’a, en g^ndral, qu’une racme 
infiniment petite si j?' et y ne sont pas nuls a la fois Le 
point (x^y) sera done simple. Mais on aura une seconde 
racme infiniment petite si I’on a 

auquel cas la s^cante sera parallele a la droite 
x^ / 

Telle est done P^quaUon de la tangent#^ 

Supposons, an contraire, que x\ y s’annulent a la fois, 
ainsi que y^ ..mais que ne 

soient pas nuls tous deux,X’equation cn t — Iq aura n racines 
infiniment petites, le point r) sera done multiple 
d’ordre n (pourvu qu ’4 ces n valeurs de t — correspon¬ 
dent autant de sysr^mes de valeurs diflerentes pour X — 

Y — y). Le nombre des racines infiniment petite^ deviendra 
d’ailleurs > n, si Ton a 

;Z?(«)a ^yin)p ~ Q 

On a done, ici encore^ une tangente ayant pour equation 

Ces r^sultats supposent, coinme on vient de Ic \oir. que 
deux valeurs diflKrentes de t, assez voismes de ooriespou- 
dent toujours a des points {x^ y) diff^rents, ce que nous 
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exprimerons d’une maniere abregee en disant que t corres¬ 
pond uniformement aux points du cycle. On pent toujours 
reconnaitre si cette condition est sahsfaite, et, si elle ne Test 
pas, faire en sorte qu elle le devienne, par un changeinent d^ 
parametre. 

Soil, en effet, en ne conservant dans Tecriture que les 
termes dont le coefficient n’est pas nnl, 






• 4 “ *. 




SupposoQs, pour fixer les id^es, m “ n, et posons 




ml 


4 - 


/Tlj ! 




a ^tant un nouveau paramitre. On sail qu’il existe m d6ve- 
loppements suivant les puissances entieres de w, qui, mis a 
la place de / — satisfont identiquement 4 cette Equation. 
Soit 


(0 t — 

I’un d’eux. Substituant cette valeur dans les ^expressions de 
X, Y, elles prendront la forme plus simple 

X —Y —/= ... 

Soit 8 le plus grand commun diviseur des exposants m == 8r, 
n = 85, n'is= 8^', .... Posant i/® = c, il viendra 

,X — Ji?=: y — y = ... 

Ges deux equations reprdsentent un cycle de r branches, 
et, comme r, $y s'^ ... n’ont pas de facteur commun, deux 
valeurs infimment petites de p, distincles entre elles, ne 
pourront r^pondre 4 un mdme point. En effet, v d^signant 
Tune d^elles Fautre devrait ^tre dgale 4 0 ^tant une 

racine r'*“® de Funit^, pour que X edt la m 4 me valeur Pour 
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que Y eut egalement la m^ine valeur, on devrait avoir 


oa 


. ,=zc6^i’^-hc'6‘^ p ^' h - 
c(i — c'(i — 0 ^')p^'h~ =0. 


Or, les exposants r, 5 , /, . n^ayant pas de facteur com- 

mun, quelle que soit la racine choisie pour 9 , la sene S du 
premier membre ne sera pas* identiquenient nulle et Ton 
pourra assigner un nombre fixe L tel que, si o < | p j < L, 
S soit diflfi^rent de z^ro. 

Si 8 est egal a I’unitd. u correspondra uniform^ment aux 
points du cycle; et il en sera de m^me pour car la rela¬ 
tion (i) fait correspondre a chaque valeur de u une seule 
valeur de et r^ciproquement. 


412 . Dans ce qui precede, nous avons appele valeur 
de t pour laquelle on a X = 5?, Y =y- II pent evidemment 
exister plusieurs valeurs •• de ce parametre qui sa- 

tisfassent k cette condition. Chacune d’elles donnera nais- 
sance a un cycle, smvant Fanalyse prdc^dente, et Tordre 
total de multipbcit^ du point (a?,/) sera la somme des ordres 
de multiplicity partiels amsi calcules. 


413 . Soient F(X, Y, Z) = o F^quation d’une surface, 
- 5 ) un de ses points, aux environs duquel F soit deve- 
lOppable par la sene de Taylor 

o=F(X,Y,z) = g(x-.) + 2(y-r) + f(Z-.) 

■■■ 

Coupons par une droite 

X — x:zzctt+ h, Y~y:=.^t + i, Z — z — yt+l 

de direction 6 xe, et infiniment voisine du point (a!,y, s) 
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Les points d’lntersection seronl donnes par I’^quation 
fdF , dF- dF 1 ird*F , 1 

L3S''+y^ + 5;)'J'+i[5;r“'+• ]<•+ •=«, 

H ^tant infimment petit. 

c dF dF dF , ., , . 

di’ dJ ®o°tpas nuls alafois, on n’aura, en 

ral, qu’une racine infiniment petite. Le point {x, y, z) sera 
simple. 

On aura toutefois deux racines infiniment petites, si 

dF dF - dF 
_a + _,3 + _y^o, 

c’est-a-dire si la s^cante est parallele au plan tangent 

g(X-.)^|£(Y-;.) + g(Z-x)=o 

Si I’axe des Z, par exemple, n’est pas parallfele an plan 
dF 

tangent, on aura — ^ o, et Z — z sera, aux environs du point 

{x,y, z), une foncuon synectique de X — a:, Y —y. 

dF dF dF 

Siipposons maintenant que ~ s’annulent, et qu'il 

en soil de m^me des d^nv^es jusqu’a I’ordre n exclusive- 
ment. L’^quation en t se r^duira i 

I.a.../I [di^'*“'^’"J -** 

et admettra, en g4n4ral, n racines infiniment petites. Le 
point {x,y,z) sera multiple dlordre n. Le nombre des 
racines infiniment petites sera augment^ si 

d»F „ 

^«» 4 -,..= 0 , 


autrement dit si la s^cante est parallele k nne g^ndratrice du 
cdne tangent 

d"F 


r=0* 
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4 i 4 . Si, par le point (a?,y, z), nous faisons passer un plan 
arbitraire 

P - A(X4-B(Y ^ jK) C(Z ^ ^ = 0, 

il est Evident que I'lntersecUon G du plan avec la surface 
aura ea z) uu point multiple, dont les tangentes 

seroni les generatrices suivant iesquelies ie plan coupe ie 
c6ne tangent 

Si loutefois P entre en facteur dans I’equation du cone 
tangent, Pordre de multiplicity du point (^5^, 5) sur la 
courbe C se trouvera accru. 

En particulier, le plan tangent en un point ordinaire coupe 
la surface suivant une courbe sur laquelle ce point sera mul¬ 
tiple. 

Si I’on coupe le cdne tangent par un plan arbitraire ne 
passant plus par son soinmel, on obtiendra une section 
plane algdbrique et de degr^ n. Cette courbe peut prysenter 
des points smguliers, ou se ddcomposer en courbes de degry 
moindre Toutes ces circonstances devrontyire notyes comme 
entrant dans la definition de la singularity. 

Une surface peut prysenter, mon seulementdes points sin- 
guhers isolys, mais des lignes stnguliires dont tous les 
points sent smguliers. Considerons, par exemple, un edne 
dont la base ait un point double. La gyneratnee correspon- 
dame sera une hgne double, en chaque point de laquelle 
on a un cone tangent, dygyndrant en un systeme de deux 
plans. 

415 . Une surface est souvent reprysentye par un systetne 
de trois Equations 

X=£:(p,(<,«), K), Z=:(p5(<,«), 

tf u ^tant deux param^tres dont I’^limination donneratt 
I’^quation de la surface sous la forme ordinaire 

F(X,Y,Z)=o. 
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Soil to, Uo un syst^me de valours des parametres pour 
lequel on ait X = a;, Y =y, Z = 5 . La formula de Taylor 
etant suppos^e applicable, on aui-a, en posant, pour abr^ger, 


d<pi 

dt 


:a,, 


du. 


- 6|5 


( 2 ) 


/ 

X 3!: zzz ^ 0 ) -+- ( tt —— Wo)-h 

Z z zzz 


Si Pun des determinants (a^b^ — b^a^), 

((izb\ — a{ bz) est different de z) sera un point 

simple (pourvu toutefois que soit le seui systeme de 

valeurs des parametres qm donne ce point). En effet, si 
ai b ^— ^ 2^0 pa** exemple, n’est pas nul, les deux premieres 
equations (a) permettront de determiner ^ —/o> u — Uq en 
fonction synectique de X — Y—jk. Ces valeurs, substi¬ 
tutes dans la dermere equation, donneront une expression 
analogue pour Z — z. 

Rtciproquement, si (^, z) est un point simple, on pourra 
mettre Pequation de la surface aux environs de ce point sous 
la forme 


Z —5 = e2(X —a?)-h — , 

equivalente au systeme des trois Equations 

X —a;=:£, Y—7=iW, Z —;5=:a/H-, 

ou le determinant b^—a^bi a pour valeur Punitt.• 
Lorsque nous voudrons etudier une surface aux environs 
d’un point simple, nous pourrons done toujours admettre 
que Pun au moms des determinants a, — <^ 261 , .. est^o. 


416. Une courbe gauche, dtfime comine trajectoire d’un 
point mobile, sera reprtsentte par un systeme de trois Equa¬ 
tions 


X—^ ^ 
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4»4 

Utt point s) de la courbe sera de I’ordre p de mul- 
tipbcit6, si un plan de direction fixe 

a(X-a;)-t-(3(Y-y) + y(Z-s) = A, 

infiniment Yoisin de coupe la courbe en p points 

infimment voisins de ce point. 

Soil <0 la valeur de t correspondant it {x,y, z). Les fonc- 
tions <fi ^tant suppo& 4 es ddveloppables par la sene de 

Taylor, on aura, en posant, pour abr^ge'r, 

?'(<«)=/: = 

.Y - y = + . , 

Z — Z — ^o) ^ ^-f 

2 

Substituant ces valeurs dans F^quation du plan, nous au- 
rons, pour d^termiuer les t des points d’mtersection, T^qua- 
tion 

Si y, ne sont pas nuls a ia fois, cette equation en 
/ — ^0 n^aura, en g^n^ral, quWe racme infiniment petite : 
le point est simple 

Mais on aura plusieurs racmes infimment petites dans le cas 
ou Ton aurait 

aa:'-h | 3 /'- 4 -y 5 'r=o, 

c’est-a-dire si le plan secant est parallele k la tangente 

X^T _ Y^y _ Z—s 

Si -s', . , s’annulent k la fois, 

sans qu’il en soil de m^me pourj?^"^, on aura n 

valeurs mfimmeut pelites de /, et ce nombre sera accru si le 
plan secant est parallele a la tangente 

x-x y —r 
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Done (x^ y^i sera multiple d’ordre n, si a chaque valeur 
do t voisine de correspond un point different de la courbe* 


417 . On peut tonjours satisfaire k cette condition en 
changeant au besom de parametre. Soit, en efFet, en ne con- 
servant que les termes dont le coe£(jpient n^est pas ntfl, 


X- 

Y- 

Z- 




y-y 


(«) 


z = 


(t- 

-io)“ 

1.2 


(<- 


1.2. 

. .71 

(t- 



12../? 




I 2.. .^1 




• ’> 


et supposons, pour fixei les id^es, Posons 


X' 


(m) 


«-«.r I 

1.2 ..m I 2 ./W] 


Prenons, pour t — f.) des d^veloppements qui satts- 
font a cette 6quatiod, et substxtuons-le dans les Equations 
pr^cedentes; elles prendront la forme 

X —a5 = a'“, Y—7 = rf»«®+.. , Z — s — epuP-i- ... 

Soit S le pips grand commun diviseor des exposants 
ni = 8r, 71 = Sv, . , /? = Sn, .. . Posant «®= p, il viendra 

(3) X—a? = p'-, Y—Z —x = e,p®-+-. ... 

Ces trois ^quaUons repr^sentent un cycle de r branches, 
et il est clair qu’4 deux valeurs infiniment petttes de t>, dif- 
ferentes Tune de I’autre, r^pondent deux points distincts. 

On doit remarquer ici, comme pour les courbes planes, 
que, s’ll existe plusieurs valeurs #), ... du paramJtre qui 
■correspondent au point z), chacune d’elles donne nais- 
sance a un cycle analogue ^ celui que nous avons d^termin^, 
et I’ordre total de n 4 ulbplicit 4 de ce point sera la somme des 
ordres de multiplicite partiels ainsi calculus. 

Si le point z) est simple, il ne correspondra done 

qu’Si une seule valeur de Il faut, en outre, que dans les 
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expressions ( 3 ) des coordonn^es en fonction de p figure un 
lerme du premier degre en p Comme on a on 

aura r = i, X — a? = et, par suite, 

Y —7 = <3?«(X — Z —5=:ep(X — 

La courbe aux environs du point -s) est done I’inter- 
section de ces deux cylmdres, dont les plans tangents sont 
‘ diff^rents. 

418 . R^ciproquement, la courbe d’mtersection de deux 
surfaces quelconques a un point simple partout ou les plans 
tangents aux deux surfaces sont difFerents. 

Soient, en efiet, {x^y^ z) un point de I’mtersection, et 

jo = F(X,Y,Z)=:^(X-^)-H|!(Y-/) + g(Z-.) + 
^ 4 > < ^ 

jo = 4 .(X,Y,Z)=:^(X-^) + ^(Y-^) + ^(Z-.) + 

les equations des deux surfaces. Les plans tangents etant 
supposes distincts, Tun an moins des trois determinants 

dy dz dy dz^ * 

par exemple le premier, sera ^o. Done, aux environs du 
point 2), Y —^ et Z — z seront synectiques en X —x 

et admettront des developpements de la forme 

Y—/= ii(X — ^8(X — 

Z — if =:Ci(X — a?)4'Cs(X — 

En joignant k ces equations Fidentite 

on a les trois coordonnees exprimees en fonction du m^me 
paiametre X—;r. Le point est simple et a pour tangente 

— /_ Z — s 

*1 ~ 


1 
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Pour determiner les coefficients et C|, suKstituons les 
yaleurs de Y —• j el Z — z dans les equations ( 4 ). L’ldenti- 
dcation des deux membres donnera 


dx 

dx 


dF ^ dF 

dy 


dy 




dz 


Oi- 


On voit pkr la que la tangente cherch^e est Pintersection 
des deux plans tangents 


dy 


et a pour equations 

_ Y-^y Z-5 

dy dz dy dz dz dx ds dx dx dy dx dy 

Lorsque nous voudrons ^tudier une courbe gaucbe aux 
environs d’un point simple, en la consid^rant comme inter¬ 
section de deux surfaces, il sera permis, d’apres ce qui pr6- 
c^de, d’admetlre que les deux surfaces qui la d^terminent 
n’ont pas le mSme plan tangent. 

Nous nous bornerons exclusivement, dans ce Chapitre, k 
ia consideration des points simples des courbes et des sur¬ 
faces. 

II. — Theorie dn contact. 


419 . Nous appellerons-ecar^ dc deux points P = (x^y^ z)^ 
Q = (Xijyi 5 -5|), et nous repr^enterons par [PQ] la somme 

1 ^1--^ 1 *4" l/i—/1 "h 1-Si« 1- 

L’^cart ainsi d^fini n’est nul que si P et Q coincident La 

distance yj{xi — 4- {yt —r)* •+■ — ne jouirait pas 

de cette propri^t^ pour des points imaginaires. Mais, si Ton 

j.--1. 


14 
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se bomait anx points r^els, on pourrait, sans rien changer 
aux theories qui suivent, la substituer a F^cart dans les de¬ 
finitions. 

420, SoientF, Fi deux figures (lignes on surfaces) ayant 
un point commun P. Nous dirons que F a en ce point un 
contact d^ordre n avec F,, si a chaque point Qi pri6 sur 
cette derniere figure dans Ic voisinage de P on pent associer 
un point Q de F, de telle sorte que, lorsque tend vers P, 
[ QQ< ] infiniment petit d’ordre n H- i par rapport k 

[PQ.]- 

421. Contact des cow bes planes. — Soient 

F(^,y) = o 

Fequation de la courbe F; les coordonnees de P; 

{aXi^y^) et (.r< -+- aL^y\ 4- p) celles <ie Qi et de Q. On aura 

(i) o=:F(.a7i-H«, j3) = F(.2?i,7,) -hA« + Bj3, 

A et B etant des fonctions de y^^ a, p qui tendent res- 
dF dF 

pectivement vers ^ lorsque a?<, /i, a, p tendent vers 
X, y, o, o. 

S’ll y a contact d’ordre «, | a | -f-1 p | et a fortiori | a | et 
j p I seront d’ordre /i -f- i, et I’equation (i) montre qu’il cn 
est de m#me pour F(^ 4 ,jKi)* Reciproquement, si 
esl d’ordre n -f-1, il y aura contact d’ordre n. En efiet, pour 
y\^yi a=:P = o, la fonction F(ar< + a,^, + ^) 
s’annule, et ses d^nv^es partielles par rapport a, p se r^- 
dF dF 

duisent k Le point (x^y) ^tant simple sur F, I’une 

dF 

au moms de ces deux quantites, par exemple sera ^o. 

L’^quation (i) d<§finit done une fonction implicite a des 
variables x^^ y^^ P, laquelle s’annule pour Xi = x^ y^=y^ 
p = o et admet des d^nv^es partielles; elle sera done inii- 
nimeni petite lorsque x^ — a?, y^ — y^ P seront infiniment 
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petits. Si a est d^fini de la sorte, le point Q 4- a,^i -4 P) 
sera sur la courbe F, de quelque mamere qu’on aitchoisi P, 
et pourra itre associe au point Q|. 

Prenons pour ^ un infimment petit quelconque d’ordre 
71 + I par rapport a | — a?| -f- —y\; F(4?i,y4) est da 

m^me ordre, par hypoth^se; enfin — y^ a, ^ ^tant 


infiniment petits, A. et B tendront vers le^ limites fixes 
dF 

—> dont la premiere n’est pas nulle. La quantite 


F(^i, ri)H-B(3 
A 


sera done un infiniment petit d’ordre /i 4- i au moms, et 
I a I +1 P 1 sera d’ordre n + i. II y a done bien contact 
d’ordre n. 

Ainsi, la condition n 6 ces$aire et sufjisante pour un 
contact d*ordre n est que ¥{x^;fy^) soit d^ordre /t4-i 
par rapport h [PQ4 ] = |Xi — a:| + Iji —7|. 


422 , Cela pos6, admettons d’abord que la seconde courbe 
F4 soit d^finie par les Equations 

^ = :k = ?i(0- 

Soient t^Xt-\-dt les valeurs du parametre qui correspon¬ 
dent respectivement aux points ]? = (a?, j) et Qi = (a?!, y<). 
On aura, en d^signant par a?', a?^, ... ety, y, ,. les d^ri- 
vees successives de et de ^4 (^), 

a?j a? 

yt—y 


= dt H“ ^ “h" •) 

= y dt + y — 1-- 


Done Xf — X, y\ —y sont du premier ordre au moins par 
rapport k dt. O’ailleurs, I’une au moins de ces quantit^s sera 
eSectivement du premier ordre; car, P ^tant un point simple 



PBBHI&RE PAHTIE. — CHAPITRK IT. 


420 

sur F,, iP' ety ne peuvent ^tre nuls la fois Done [PQ»3 
sera du m^me ordre que dt. 

Posons d’autre part 

on aura 

F(5?i, /i) = 4- dV) 

I dtp* 

= W{t)+W'(t)dt-+- .-+¥»(«)-+ ... 

^ 1 • « • /2> 

Cette quaiitjt4 devant 4tre d’ordee re •+ 1 , on aursf, pour 
conditions du contact demandd, les relations 

( 2 ) W(f)=o, ir'(f)=o, ¥“(0=0. 

Ces conditions prennent une fomle plus symdtrique si I’on 
suppose les deux courbes donn^es sous la forme 

f=/{a!) et y=/,(a:), 

lesqnelles Equivalent, pour la premiEre, a 
'y~f{x)^o 

et, pour la seconds, k 

y=zf^{i). 

On aura alors 

V(i) = /.(0-/(0=/i(^)~/(®) 
etles Equations ( 2 ) deviendront 

(3) /,(«)==/Ia;), f[{x)=f'ix), . , /J(a;)=r/»(x). 

Enfin, si les deux courbes sont donnEes sous la forme 
itnpIicitE 

J') = o et F,(a-,y)=ro, 

on n’aura qa’4 dEterminer I’.ordonnEe y et ses n premiEres 
dErivEes dans la premiEre coiirbe, au mojen des Equations 

dP dF . 
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et, daas la secoade, par les equations 


dF, dFi , 


Les valeurs de ces quantit^s devant, comme on vient de 
le voir, 4tre les m^mes dans les d^uxcourbes, on n’aura qu’a 
les ^galer pour obtenir les Equations de condition cherct^es. 


423 Contact d^une surface S avec une courbe C^. — 
Soient F(a:,y, js) == o T^quation de S; a?, z les coordon- 
nees du point P, celles de Q,, -f-a, 4- p, 

5<4-y celles de Q. On aura 

(d) I o=:F(a;i4a,y,4-j3, 2iH-y) 

I = F(j7i, yj, ) “H Aa-H B&-f“ Cy, 

K vt n . A ^ dF dF dF, ^ 

A, B, 0 tendent vers ^ lorsque a, p, y 

tendent vers y, 5, o, o, o 

S^il Y a contact d’ordre /i, a, p, y et, par suite, F{Xijyi^ Zi) 

seront d’ordre /i -i- i au moms. R^ciproquement, supposons 

que F (Xi , yi, ) soild’ordre /i 4 -1; ily aura contact d’ordre n. 

En effet, pour = ^4 = ^, a=P = y = o, 

la fonction F(;r< 4-a,yi + p, 4-y) s’annule et ses d^- 

riv^es partielles, par rapport, a a, p, y, se r^duisent 4 

dF dF dF T ♦ D X* * 1 T? 

d^’ ^5 Le point P eiant simple sur F, une au moms 

dF 

de ces dernieres quantites, telle que — ^ sera^o. L’^qua- 
tion (4) d^finira done a en fonction imphcite de ^i,yi, 

P»T- 

Associons 4 Qi le point Q = (^<4-a»yi + P»'3^< + y)j 
p, y 6tant deux mfimment petits quelconques d’ordre /i 4 - 1 : 

a=— 5 . 1 sera du m^me 6rdre au moins, 

dF * 

car A, tendant vers —? n’est pas infiniment petit. Done 

042/ 

I a [ + IPI -+-1YI seta d'ordre n + i. 
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Done, ici encore, la condition n^cessaire el suffisante pon 
le contact est que soil d*ordre n + i. 

424. Celapos^, soient 27 =: z = f 2 {i) le- 

equations de la courbe Ci. 

Soient dt les valeurs du param^tre aux points f 

et Q^, on aura 

2 

Zi‘—z=z^de-i-js’^ -h 

2 

Done jCi — — y-j — z seront du premier ordre au 

moms en rf/, et Fun d’eux sera eflfectivement du premier 
ordre, car, le point P 6tant simple sur G|, ^ ne s’an- 

nuient pas a la fois. Done [PQ< ] est de Fordre de dt. 

D’autre part, en posant 

F[ip(0,9i(0i ?2(0] = '*P(0, 

on aura 

F (^ 1, 1,-5i) — W (i ) = ^ (0-+-*F'(r) *-H - • . 

Les conditions du contact seront done 

V(0 = o, ^'(0 = 0 , .. , = 

425. Si Ci ^tait definie comme intersection des surfaces 

/r ^ = O, Z ) = O, 

il faudrait, pom; appliquer ces formules, concevoir qu’on 
prenne x=: t; y et z seraient alors des fonctions implicites 
de cc parametre, ddfimes par les dquations 0 = o, «= o* 
On calculera alors par les m^thodes connues, pour les ^galer 
a z^ro, les d^nv^es' successives de k fonction 

W{t)z=W{x)^F(x,y,z) 


par rapport a la variable ind^pendante x. 
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426. Contact de deux courbes gauches C G^. — 
Soient ¥{x^y^z) = o^ ^{x^y^z)z=zoUs Equations de C 
-sO? (^i + a,jK<+ j3, -Si-f-Y) les coordoa- 
nees des points P, Q ^5 Q, on aura 

= F(^i»yi> Aa4-Bj3-+.Cy, 

= ^!)-hiJta-f'Db(3-hey. 

S’lly a contact d’ordre n,a, y et, par suite, 

/n ^i) seront d’ordre /i 4 -1 au moms. 
Reciproquement, supposons que 

^yi'i ^\) 

soient d’ordre n 4- 1 . 

Voav Xi = x,y^ =:jk, ^4 = == ^ = y == o les fonctions 

F(a?,4-a, ^i4y), 

5^(a7i4-«, JKi 4-(3, -5i4y) 

s’annulent, et leurs d^nv^es partielles, par rapport a a, p, y, 
se r^duisent a • 


dP 

dP 

dP 

dx’ 

dy’ 

W 

d1_ 

d^ 

d$ 

dx’ 

dy’ 

dz' 



Le point P ^tant simple sur C, I’un des trois determinants 

d§d¥ . 

sera$o. 
ax dy ^ 

Les equations (5) d^ermmeront done a, p en fonction im- 
plicite de x^^y^^ y. 

Associons a Qi Ic point Q obtenu en prenant pour y un 
mfiniment petit quelconque d^ordre n 4* i; a et ^ seront du 
mdme ordre au moins; car la resolution des equations (5) 
les donne sous forme de fractions, dont le numerateur est 
d’ordre /i 4-1 ? tandis que le denominateur A^ife — Bx, ayant 


formes avec ces derivees, par exemple ^ ^ 
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pour limile 

dx dy dx dy^ 

n’est pas jnfiniment petit Done [ | 4-1 jj | 4- j y | sera 
d'ordre /? -j- 1 , el il y aurau^contact d’brdre )?. 

La condition necessaire et suffisante pour un contact 
dVdre n est done que ¥{x{^yi^z^) et ^5^) soient 

d’ordre h -h i 

Soient fnamtenant 

^ = 9(0i y=?i(0. - = ?2(0 

les equations de la courbe Ci. On verra, comme prec^dem- 
inent, que [PQi] est de Tordre de dl^ et qu'en posant 

F[<p(^), <p,(0, (0. 

#[9(0,?i(0, 92(n] = 4'\(0, 

les conditions du contact seront 

( W(c)^W'(e)=. = 

I W,{C)^W[{t)^ =W\UO = o 

427 Sj les deux courbes etaient donnees par les ^nations 

y=f(^)i z — c^ix) 
et 

en prenant^p pour variable independante, ces equations pren- 
draient la forme sym^tnque 

9(^) = 9i(a?), 9'(a7)r=:<p;(a:}, 9«(ic)z=9'/(a?), 

428. Enfin, si elles etaient d46nies par les Equations 

F(r,y, 5 )=:o, S)i=:o 

et 

«) = o, ^) = o, 


on n’aurait, pour obtenir les conditions du contact, qu’i 
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egaler les valeurs de j', z et de leurs n premieres deriv^es 
dans les deux courbes. 


429. Contact de deux surfaces S ef S, — Soient 
F('^)r)^)=or4quaUon de S; et les 

coordonn4es de P et de Q,. On voit ais^inent que la condi¬ 
tion d’un contact d’ordre n est que F (x,,, iii) sou d’ordre 
n -h 1 par fapport a [PQi]. 

Gela pos^, soient 

^ = y = «), a) 

les Equations de , (^, //) et (/ H- dt, u-ir du) les valeurs 
des parametres aul points P et Q|, on aura 

/ «27j jc —^ A. dt ~|“ B dll ^ 

(8) I jKi — yz:=ik>^dt^%^du, 

f ^ du^ 


A, B, .. etant des quanliteb variables qui ont pour limite 
dy d<f 
dt^ du^ 

On voit aisementque [ PQ<] est de Tordre de | 14-1 |. 

Soil, en eflet, M uiie quantite positive plus grande que 

> • ^ on aura, pour toutes les valeurs suffisamment 

pefites de t et de w, 

jA|<M, 1B1<M, 



done I — a:\, ]yi — r j, | — s\ seront moindres que 

M I 0 ^^ j “h MI I; el, en les ajoutant, il viendra 

[PQ,]<3M(\dc\^\du\) 

Mais, d’autre part, P ^tant un point simple de S^jle deter¬ 
minant 

d<p d(pI d<pi do 
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(ou, k son defaut, Tun de ses deux homologues) sera ^o. Or 
les deux preimires Equations (8), r^solues par rapport a dt 
et du^ donneront 

(ABj — BAj )dt x) y)i 

AB^ — BAj) =r — A, {j?, — ar) -+- A (yi — y), 

d’ou 

I ABj — BAi |(|fi?/| 4 - t<iw|)< 2 M(|^i —^'1 -hl/i —y |) 

<2M[PQ,]. 

D’ailleurs AB, — BAi a pour limite le determinant D done, 
en d^signant par A une quantity quelconque an peu plus 
petite que | D|, on aura, pour toutes les valeurs suffisamment 
petites de dt et du^ 

\dt\ + \du\^^[pq, 

Le rapport de [PQi] a \dt\-k-\du \ iidiXit ainsi compris 
entre deux limites fixes difFerentes de zero, ces deux quan- 
tites sont du m^me ordre. 

Si done nous posons 

F[cp(/, w), w), cp2(^, w), 

la condition necessaire et suffisantepourle eontact d’ordre/i 
sera que Pexpression 

^i) ^ W(t -i- dty u 4- du) 

= '^¥{1, u)-\r^dt~>r^du+.. . 
at au 

soil d’ordre n + i par rapport k | dt\ + \du\. 

430. Cela revient k dire que la /onction W et ses diri~ 
vees partietles jusqu’d. Vordre n tncluswement sont toutes 
nulles 

En effet, si ces denvees sont nulles, u -h-du) 
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se r^duira au reste de la sene de Taylor 



^\»+i 

du) 


Wit 


-hddt, u -\-bdu) dQ 


Soil N one constante plus grande que les modules des deri¬ 


ves partielles d’ordre n +■ i 




<)n+H|r 

Lorsque 


dt et du serontassez petits, le module de Texpression prece- 
dente sera moindre que 


±f\\dt\-^\du\)'^^^Nde=l[\dt\- 




\n-\-l 


L’ordre du contact sera done a'u moms ^gal a n. 

II ne pourra d’ailleurs surpasser /i, si ies deriv^es d’ordre 
+ 1 ne s’annulent pas simultanement. En effet, si dans I’ex- 
pression de ¥(/ +dt^ u-\-dit) nous ndghgeons les termes 
dependant des d^nv^es d'ordre > 1 , et qui represententj 

comme on vient de le voir, un infiniment petit d’ordre 
n + ij on aura approximativement 


u^du) = 


id d 

1.2 . .(/I -h l) 


quantity dont I’ordre ne peut fetre, sup^rieur a ;i +1 pour 
toutes les valeurs du rapport de du k dt, Supposons en efiet 

duznT^dt^ 


\ dtant reel et positif On aura 

\ / d d 

{\dt\-h\du\Y^-^^ 1.2 .(/i-i-i)(i-H ’ 


[juantit^ dont le num^ratear ne s’annule pas en g^n^ral, 
tnais settlement pour un nombre fini de valeurs de X 


431.. Si les deux surfaces dtaient reprdsentdes par les 
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Equations 
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z—f{x,y^ et R=/,(.r,j), 


ces Equations de condition deviendraient (en prenant 37 , y 
pour vanables ind4pendantes) 


(9) J /«> fig.'' 


^yfl ^yn 


432. En6a, si elles sont repr4seiic6es par des equations 


js) = o 
et 

F^{x, j. ;5) = o, 


on expnmera que ie coAtact a lieu en cgalant ies valeiirs 
de z et de ses d^nv^es paiMielles jusqu’a Tordre /?, respecti- 
Yemeni calcul^es dans le3 deux surfaces. 


433. Pour le contact du premier ordre, par exemple, il 
faudra expnmer d’abord que (x, z) est un point cAmmun 

aux deux surfaces, puis egaler les denvees — > ^ Elies sont 

d^tenniuees dans la premiere surface paries equations 


dx dz dx~ ’ dy dz dy 


et dans la seconde par les Equations 

dF^ dF^ dz _ dFi dF, ^ _ 

dx W dx dy ^ dz dy'^^ 


1 j j T dF dF dF 

La condition de contact est done que -?-•> -r-* -t” soient 

^ dx dy dz 

proportionnels k ou que Ie determinant 

dFdFi dFdF, f , 

— --—~ = A et ses analogues A| et Ao soient nuJs. 

dy dz dz dy o i 2 

Ces conditions expnment que (^, y, z) est un point sm- 

gulier sur la courbe d’intersection des deux surfaces F etF^. 
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434. Remarques. — i® Si deux surfaces S et S' ont un 
contact d^ordre n en un point, leurs intersections a^ec une 
trotsieme surface passant en ce point sans lesy toucher 
auront un contact d^ordre n. 

Cap les coordonn^es d’un point Q mfimment voisin de P 
ppis sur la courbe S = o, S" — o satisfont par hypothese a 
[’equation S' = o aux mfimment' pelits pres d’ordre n - 4 - 1 . 
D’autre part, elles satisfont ngoureusement k I’^quation 
S" = o, qui, jomte a celle-ci, caract^rise la courbe S' = o, 
S"=: o II y a done contact d’ordre n entre les deux courbes. 

2 "* Deux Itgnes (ou deux surfaces) ayant un contact 
d^oi dre n avec une it oisieme ont entte elles un contact de 
me me or dre. 

Cela devient evident si I’on ^crit les conditions du contact 
sous les formes ( 3 ), ( 7 ) et ( 9 ). 

435. Osculation. — Soient C une courbe (ou surface) 
quelc 4 ;>nque, K une autre courbe ou surface dont I’^quation 
(ou les Equations) contienne un nombrede parametres ^gala 
celui des conditions trouvees ci-dessub pour que K ait avec 
C un contact d’ordre n en un point donn^. 

Si I’on donne successivement a ces parametres difi^rentes 
Valeurs, on obtiendra une famille de courbes (ou surfaces) K. 
Celle de ces courbes (ou surfaces) ou ces parametres <?onl 
determines de mamere k satisfaire aux conditions du contact 
d’ordre n est dite osculatrice a C au point considere. 

436: Au 4ieu de determiner les parametres de K par la 
condition d’avoir avec C un contact donne en un point 
donne, on pourrait se proposer de les determiner de telle 
sorte que K rencontrit G en un certain nombre de points 
donnes. 

Soient, par exemple, Cune courbe plane ayant pour equa¬ 
tions 

^ = 9(0i / = 
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K. une autre courbe dont I’eqnabon 
P(ir,/) = o 

conlieime n -j -1 param^tres. 

Posons, comme pr^^demment, 

La courbe passera par lean 4- i points t+ it, < +A,«,. 
t+int, SI I’on a les Equations de condition 

’P‘(t-tfAt) ~ o> ¥(«-+-Ai<)=:o, , W(t + Aat> = o. 

II esl aise de voir que, si les points t + lt, ..., t A« / 
tendent simullandment vers le point fixe t, la courbe K 
aura pour limite la courbe osculatrice A Cau point t. 

En efFel, soil, pour $xer les id^es, At< A, f <... < A„ t. 
La fonction W s’annulant aux points t -f- At, t -f- Ait, ..., 
14- A„t, sa derivde W devra, d’apres le tbdor^me de Rolle, 
sannuler en n points t4-A',t, t + A't, t + res- 
pectivement compris entre 14- At et 14 - A|t, entre t 4- A)t 
et t -h Ajt, . De m^me, la foncbon d^riv4e de "'f', de¬ 
vra s’annuler en n — i points 14 - A^ t, . ., 14 - A", t respecti- 
vement compns dans les mtervalles de t -f- A', t a t -+- A^ t,. .; 
et amsi de suite jusqu’A la ddrivde n““' de VP". On aura done 

^(t-l-At)^©, W'(t-^A',t)=:o, .. , W»(t + ASO=o, 

A',t, .,A“t dtant compns entre At et A„ t. 

Si done At et Ant tendent vers zdro, ces Equations devien- 
dront ii la limite 

^(t)=o, w>(t)=o, «r»(t)=o. 

Ce sont prdcisdment les relations qui caraci4nsent I’oscula- 
tion. 

437. Ce raisonnement s’apphquerait identiquement an 
cas oA, C #tant une courbe gauche, K serait une surface ou 
une autre courbe gauche, et conduirait au mbme rdsultat. 
Mais si C et K sont dcs surfaces, la fonction W ddpen- 
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dant de deux variables, on ne peut plus raisonner comme 
ci-dessus, et la proposition a 4tablir, bien que restant vraie 
en general, est en d4faut dans certams cas particuliers. 

III. — Enveloppes. 

438. Soil F(^,y, c) = 0 une famille de courbes planes, 
caracteris^es par les diflPerentes valeurs attributes au para- 
metre c Donnons a c une suite de valeurs Co, c,, Cg, . 
Nous obtiendrons une suite de courbes 

Co) =0, F(^, c,)=o, F{^,/, C2)=zo. 

Marquons les points d’mtersection A, B, G, . {fig^ i3) 


Fig i3 



de chacune de ces courbes avec la suivante Si les valeurs 
successives attributes a c se rapprochent indefimment les 
unes des autres, les points A, B, C, . se rapprocheront 
egaleinentetfimrontpar dessiner imecourbe continue, qu’on 
noinme Venveloppe des courbes F(:r, c) = o. 

f^our trouver requalion de cette enveloppe, considtrons 
Tune de ces courbes 

F(^, r, c) = o 

et la courbe infininient voisinc 


F( r» j, OH- rf6*) = o. 
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^3^ 


Leur point d’lntersection sera d^fim par le syst^me de ces 
deux dquatiOEs. 

Mais on a 


F(ar, y^c + de) 




■"I”* 4 , * -•-1 


ou en suppnmant le terme F(ar, y, c), est nul, ct divi- 
'Sftnt par dc, 

dF (J»F dc 

^—5rr — = Oi 

dc dc^ i 2 

A la limite, dc ^tant nul^ on aura simplement 

dF 

dc 

On obliendta done VEquation de Venceloppe en Himi-’ 
nant c entre ies equations 

dF 

F(x,j-, c) = o, — ^ 


439. Remarques, — i® S:^ ces deux Equations sont incom- 
panties, il n’y a pas d’eriveloppe 

2 ® La regie donn^e pour trouver I’enveloppe suppose que 
Teipression F (x, jk? <?) n’a qu’une seule valeur pour chaque 
systeme de valeurs de c. S^il en ^tait aulrement, Ten- 
veloppe cherch^e pourrait ^cliapper en tout ou en partie a 
cette determination. 

Gherchons, par exemple, Fenveloppe des courbes 

(l) ^ •+• V^l—-/*-!- C =: O. 

dF 

L’^quation ^ = o se r^daisant ici i i = o, il setable 
qu’ona’ait pas d’eaveloppe; en effet, Ies branches de^soujbe 

® — y* -k-c~o et «p H- ^— y*-h c -i- dc — Q 


ne se coupent pas. Mais, le radical y'l --y* pouvant 4tre 
affect^ du signe ±, la courbe (i) contient une seconde 
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branc he x — \J\ —y^ 4-0 = 0 , laquelle coupe la courbe 

X 4 -4-c4-<^c = oenun pointquitendra,lorsque dc 
se rapprochera de z4ro, vers une hmite d^fime paries 4qaa- 
tions) 

— 7^^ c = 0 , „ 0? —• ^ ^ ^ 

Eiimmant c, on aura, pbur I’^qoation de I’enveloppe, 

v/i—/*=o ou I—y*=o. 

On 4urait obtenu ce m4me rdsultat en chassant le radical 
de 1’Equation ( 1 ) qui serait devenue 

I—(■®4-c)*=o. 

L’4quation dlant mise sous cette forme, on aurait 
o=;^=2(a? + c), 

et, en 4liminant c, 

I —y*=o. 

440 Theoreme. — L’enveloppe est tangente en chacun 
de ses points d l’envelopp6e correspondante. 

L’enveloppe est d^finie par le systeme des deux Equations 

F(®, ^iC) = o, ^= 0 . 


Soient done ya les coordonn4es d’un de ses points, 
Co la valeur correspondante de c; on aura 



en designant, pour abr^ger, par Fj, ^ ce que devienneiit 
dV 

F et ^ lorsqu’on y remplace x,y, c par Xo, yo, c*- 

L’enveloppde correspondante au point (ic,, yo") a pour 
Equation 


F(x, y, Co) =,o. 
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Soilmamtenant point de I’enveloppe mfi- 

mment voisin de on aura les equations 



et d^signant ce que deyiennent F et pour ^ , 

y=yi,c=Ci. 

Pour etablir qu’il j a contact entre I’enveloppe et Tenve- 
lopp^e, il faut montrer que r^sultat de 

la substitution des coordonnees Xi , jKi dans Tequation de 
Tenveloppee, est au moms du second ordre par rapport a 
\Xi — x^\-^\yK—yo\- 
Or on a 


F(^1. yu Co) = F[«„7,^c,—( c,—Co)l 






dF 

Mai!) Fj et sonl nuls. Cette expression sera done du se¬ 
cond ordre au moms par rappoi t a C( — Cq 
D’autre part, posons, pour plus de claitd, 


on aura 


dc 


= ®(a:, 7, c), 


dF, 

dct 


= <>(xi, y, Cl) 

=:$[aro+ (^1 —^0),/o-+-(jt- 7 o)» C«+(Ci —Cj)] 

d4>, 




<^0/ \ K r, 

•^(7.-Jo)+^(c,-Co)-hR, 


R elant du second ordre €n ar, — ar*, 7, —yt, c, — c^. Or <60 
d^ F 

est nul. Si done n’est pas nulle, cette equation 


montre que I’ordre de c, — Co est au moms dgal k I’ordre de 
la plus grande des quantit^s |^, — Xo|, |7)—7oi et, par 
suite, a I’ordre de | j;, — jt# j -t- lj<, -~y„ | 
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Cette demonstration serait en defaut si etait nul. II 

serait aise demontrer que, dans ce cas, (a^o, jko) est un point 
de rebroussement sur la courbe enveloppe. 

441. Soit maintenant F(x^y, z,c) t=z o une famille de 
surfaces conlenant un parametre c. Si Ton donne a c une 
suite de valeurs infiniment voisines, deux surfaces cons4cu- 
tives se couperont siiivant une courbe. A la limite, ces 
courbes dessmeront une. surface, enveloppe des surfaces 
proposees. Proposons-nous de determiner son equation. 
Soient 

(a) F(j;,y,s, c) = o 

I’une des enveloppees, 


dF 


d*F dc* 


(3) Fix,y,z,c^dc) — F{x,y,z,c)^ 

la suivante. La courbe d’lntersection sera definie par les deux 
equations (a) et (3), lesquelles equivalent aux suivantes • 

F(a-, s, c) — o, 

dF d*F dc 

H——— -f“. . O 

dc dc^ 1.2 

A la limite, = o, et les equations se rdduisent a 

dF 


F = o, 


dc 


= 0 . 


La courbe definie par ces Equations se nomme la caracte-- 
ristique. L’enveloppe cherch^e, lieu de ces caract^ristiques, 
s’obtiendra en ^limmant c entre les'deux Equations. 

Une caract^ristique coupe I’enveloppee voisine aux points 
d^finis par les trois Equations 

dF 
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dF 


Supprimaat daru, cette derni^re les termes mils F et dc, 


divisant par - dc^, puis faisant tendre de vers zero, on voit 

qu’a la limite les points cherchds sont donnas par le sjst^me 
des trois Equations 


(4) 


F = o, 



d»F 

dc* 


i^liminant c entre ces trois Equations, on obtiendra les 
Equations du lien de ces points. C’est une ligne ^videminenl 
situde sur I’enveloppe et rencontrant les caract^ristiques. 
Elle se nomme FarUe de rebroussement. 

Ce nom est motive par le fait aisd a etablir que les sec¬ 
tions planes de la surface enveloppe pr^sentent un rebrous- 
sement aux points oii elles rencontrent ladite ar^te 


442. TatoREME. — L’enveloppee est tangente d l-enve- 
loppe tout le long de la caractiristique. 

En effet, I’enveloppe a pour Equations 


F{a;,y, z, c) = o. 


€. 

dc 




Soit (xo, yo, ^ 0 , Cn) wit de ses points; on aura 



L’envelopp^e correspondante aura pour Equation 
F{x,y, z, Co) = o. 

Soit (ai,yi,gi,c,) un point de I’envploppe infinimenl 
voisin de (a?o,/oi on aura 



et il faut prouver que F(xi,y,, s,, Co) est du second ordre 
par rapport 4 | a;, — a:# 1 + | —Jo | + l^i — 1- 
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Or on a 


F(^ii J'lj <^o) — F[a?i, /i, Cl (cj Cq)] 




N I , 


■Co)»+. 


Cette expression esl du second ordre en Cj — c^. 
D’autre part, posons, pour plus de clartd, 

— =$(a!, 7 , s, c), 

on aura 


dF, 

o = ^ ® (a^i, yu zi. Cl) 

= #[d?*+(iri—«,), ...,c,4-(c,—c,)] 




Or est nul et R du second ordre en — a?o,..C| — Co. 


Cette equation montre que, si 


dcp del 


n’est pas nul, 


C| — Co sera an moms de I’ordre de la plus grande des quan¬ 
tiles 1^4 1, 1^1 —jKo ^ 01 ? ot, par suite, au moins 

de Fordre de leur somme. Done F(^i,j/’i,j5f,Co) sera au 
moins d’ordre 2 par rapport a cetle dernicre quantile. 


d* F 

Cette demonstration serait en d^faut si Ton avail = o, 

dc^ ’ 

auquel cas le point (^ojJKoj ^ 0 ) appartiendrait a Far^te de 
rebroussement. II serait d’ailleurs ais4 de voir que cette ar^te 
est une ligne singuli^re sur Fenveloppe. 


443. THtoREME. — Barite de rebroussement a en chaque 
point un contact du second ordre aoec Venveloppee cor-- 
respondantCf et touche la caractiristique 
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Cette ar6te est definie par les Equations 

p dF 

F —Of ^1“ — Oj 0# 

dc dc^ 

Soil (a?«,yo)-2o) Co) un de ses points; on aura 


Fo=o, 


L’envelopp^e correspondante sera donn^e par I’^quation 

co) = o, 

la caract^ristique par les Equations 

F(^.7,;i,c«)=o, =o. 

OCq 

Soil Zi ^ C{) un point de Fari^te de rebroussement 

infimment voisin du pr^c^dent, on aura 

’ dc, 7 ^-°' 

Le th^oreme sera evidemnient d^montre si nous prouvons 
queF(a:,,^,,^,, c,) est du troisidme ordre, et 

dcQ 

du second, par rapport 4 j — j?*| -+- - Jo | +- iSo 1- 

Or la quantity 

F(^i, J„ zt, Co) = F[^„y^, c,-(c, —c„)] 


estdu trojsifeme ordre en c, —c®. 
En second lieu, posons 


dF(x,y,z,c) „„ 

-^-=1F(^, J. c). 
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On aura 
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dc^ 


— 'Ffa?!, yiy Si) Cl (^?i“Co)l 
I /921IC 


quanlite du second ordre en Ci — c,o, car on a 


IF -o 


dWi _ «?»Fi _ 

dci ~ dc\ 


II reste k prouver que — c© est au moins deTordredela 
plus grande des quanlit^s [^ 4 ——Zo|, 

et, pai suite, de Tordre de ieur somme. Pour T^tablir, po- 
sons 

— =ib{x. y, z, c). 

On aura 


0 = Cl) 

= 0(a?o-t-a?i —a?o, .,Co+c,—Co) 

A ^^0 / . d^o , V r, 

d*Fo 

Or - est nul et R du second ordre en — Xq, ., 

(jCq 

Cl — Co Cette Equation montre que Ci — Co est au moins de 

I’ordrede la plus grande des quantit^s \xi — Xq [, |jk< —yo b 

, , d$o d^Fo . . 

\zi-z,\, pourvu que-^ = -^301110. 

Si cette quantite etait nulle, la demonstration serait en 
d^faut. Dans ce cas, (xq^ serait un point smgulier sur 

Par^t^ de reliroussemenl 


44*4. Soil enfin ¥ {x,y^ a^b) une famille de surfaces 

contenant deux param^tres a el b Si Pon change a et b en 
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a + tifa et 6 + cffe, on obtiendra une surface 


F(^> y} ^ diij h “+■ db') ™ P + du “f* “T^ db •+■...* 

(fa <ft> 


Si da ct db sent mBniment petits, ct quel que soil d’ail- 
leurs lent rapport, la surface passera par le point d^fini par 
les Equations 


F = o, 



dP 

db 


= 0 . 


^Hminanta et b entre ces Equations, on obtiendra I'equa- 
tion de la surface enveloppe On v^rifiera sans peine qu’elle 
est tangente 41’envelopp^e. 


IV. — Courbes planes. 

44'8. Gonsid^rons nne courbe plane, d^finie par deux 
Equations 

^=?(0. r=?](0- 

Lesfonctions ©, ^i, dtantsuppos^esd^veloppables sun am 
U sdne de Taylor, admettent une denvee continue. La 
courbe est done rectifiable, el son arc s a une d^rivce ^gale 
k y/.r'^ +y^ (ill); on aura done 

ds = sl^P^Tydt. 

■446. SoientP un point ordinaire pris siir la courbe, 
sescoordonn^es. 

Tangente et normals, -— L’^quation generale d’lme 
droite 

(i) 

contJent deux parametres dont on pourra disposer pour faire 
passer la droite par le point P et ^tablir entre elle et la 
courbe un contact du premier ordre. 
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11 faudra pour cela satisfaire aux deux equations 

(3) O n: acc^. 

Des Equations (i) et ( 2 ) on d^duit 

Y —y — a(X — ^) =z o. 

Ehininant ensmte a entre cette equation et I’^quation (3), 
on aura inequation de la droite osculatnce 

x' * 

Cette droite se nomme la tangente au point P. 

La perpendiculaire a la tangentCj ou normale, aura pour 
equation 

(X —7)/ = o. 

447. Pour appliqiier cette formule (ou toute autre formule 
dans laquelle figureraient x, x\ x\ s •> JK? y? y'? ..*) au 
cas ou la courbe serait donnee par une seule Equation 

on n’?iurait qu’a poser ^ ip '^tant une function quel- 

conque et t une variable auxiliaire. On aurait alors 

Quant a y, ce sera une fonction implicile de d^finie par 
r^quation \ 

F[9(0,/] = o, 

dont on pourra obtenir les d^riv^es par la rigle connue. 

Le plus simple est ^videmment* de poser ^ d’ou 
xf— I, a/'o; y, y,... ne seront autre chose que 
'es d^riv^es •** ct seront foumies par les Equations 
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On aura done la rfegle suivante pour transformei les for- 
muleS: 

Remplacer sd par Vunite, d', d”, ... par zero, y, 

dv d}y 

y, ... par les valeurs de • • • tirees des equa¬ 

tions (4)" 

Operant cette substitution, I’^quation de la tangente de- 
viendra 

g(x^.)H-|(y-y=o. 

ejt r^quation de la normale sera 

Y-7 


dco 


dy 


44f8. Cercle osculateur, — L’Equation d’ua cercle 
(X - (Y — (3)*R»=o 


contenant trois param^tres a, p, R, on pourra les determiner 
de mani^re a etablir un contact du second ordre au point P, 
entre le cercle et la courbe. 

Ge contact sera exprime par les equations 

(5) 0 = = +(/-|3)*-RS 

(6) o=:|W'(0 = (^ — 

( 7 ) — 


De ces deux dernieres equations on tire 


00 

^ <^_y(^'‘-4-y’). 

(9) 

y Q_—d(x'*+y) 

^ P” dy"—yd' 


et, en substituant dans I'equation (5), 

a:'y'' — yd' 
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Le rayon R du cercle osculateur et les coordonnees a, (3 
de son centre se trouvent ainsi d^termin^s. 


449. Le lieu des centres des cercles osculateurs se notnme 
la de^eloppee de la courbe primitive C. Pour Fobtenir, il 
faudrait substituer, dans les equations ( 6 ) 01 ( 7 ), les valeurs 
de jK? y\ ^ y fonction de t, et ^liminer t entre 
les deux equations. 

On remarquera que F^quation ( 6 ), en y regardant a, § 
commedes coordonnees courantes, n’est autre que F^quation 
de la normale a C L’eqiiation ( 7 ) est sa d^riv^e par rapport 
au parametre La de^^eloppie est done Venoeloppe des 
nor mules* 


4o0. Courbaie* — On nomme courbure moyenne 6 !vlji 
arc le rapport de Fangle (p forme par les tangentes extremes 
a la longueur tis de cet arc, courbure en un point y) la 
limite vers laquelle tend la courbure moyenne d’lin arc infi- 
niment petit commengant en ce point 

Soient ^ le coefficient angulaire de la tangente en x^ y^ 
celui de la tangente au point (a?-f-Aa?, jk 4 -Ax)? 

X “4“ iXX 

Y Fangle de ces deux tangentes. On aura 
/-i-A/ / 

_ x'ikx' x^ _ —y Ax' 

ang(p cd^Ax' y' {x'Ax')x'{y'Ay')y 

Or on a sensiblement 


d’o 6 


tang(p = i|», 

Ay'= y" dt, Aa/ = a)’ dt, 
od Ay' — y' A^c'=( x'y”—y'ad) dt, 

{a/ 4- Aa?')a;' 4 - (y' 4 - A/) r' = a;'* 4 - r'*, 


? = 


a/ y’ — y'ad 
“P*4rp*” 


dt. 


aux infiniment petits prfes du second ordre. 



PKEMliERE PARTIE. — CiUPITRK IV. 


444 

On a d’ailleurs, avec la m^me approximation. 
As z= 


La courbure k = lim sera done ^gale a- ^ • Elle 

est, comme on le voit, 4gaiea K 6tant le rayon du ceiclc 


osculaleur. 

Ce cercie a la m^que courbure que Isucoui'be proposee En 
efifet, designant un arc de cercie el o Tangle des tan- 
gentes a ses extr^mit^s, qu, ce qui revieni au m4me, Tangle 
des deux rayons menes a ses exlrimit^s, on aura ^videmmenl 

As = Ry, €t la courbure ~ sera egale a ~ • 

On donne souvent a ce cercie le nom ’e cercie de cour¬ 
bure f son centre et son rayon seront dits le centre et le / ay on 
de eourbure. 


48L L’express!on trouv^e ci-dessus pour ©est positive ou 
ii^gative, suivanl le signe de la quantity 

Si cette quanut^ est de m4ine signe que la quantity 

v' 

coefficient anguUire de la. tangente, croitra ou decroilra 

enm^me temps queLa courbe tournera done sn convexitd 
vers les n^gatifs. 

Ce serait Tinverse si —y^'^'etait de signe oppose a 

482. Les points ou —y ^se nomment points 

dHnflexion. La courbure y ^tant nulle, le cercie de cour- 
burc aura son rayon infint, et se confondra avec la tangente. 

La tangente T en un point d'mjlexion se confondra 
aoec la^ tangente T' en un point infiniment voisin aux 
infiniment petUs prds d'ordre supineur au premier. Car, 
en boxnant Tapproximation au premier prdre^ Tangle de 
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ces deux droites est nul; en outre, le pomt de contact de T' 
est sur la tangenle T. 

453. Les formules precedentes se simphfient si x est pris 
pour variable md^pendante, auquel cas il faudra poser = i, 

11 viendra dans ce cas, pour la diff^rentielle de Fare, 
ds = sj i 4- p* dio , 


pour I’equation de la tangenle, 
pour la courbure, 


et, pour Tequation des points d’inflexion, 

y==o. 


454. II est souvent preferable, pour ne pas d^ti'uire la 
symetrie entre les deux coordonuees, de prendre comme 
variable md^pendante Fare s de la courbe. 

Dans ce cas, la formiile 

ds ==: dt^ 


ou Ton pose t = Ss montre qii’on a Fidentite 

(10) I, 

I 

dont la derivation donne 

(11) x' -^-y’y^—o^ 

/I3) 


La formula de la .courbure devient 
(i3) kznx’y’—y'x". 



FBBUIlfiRE PAHTIE. — CHAPITRE IV 


446 

Des ^uations (i i) et (i3) on d^duit 

x"=—kf, y-=zkx\ 

puis 

(14) — 

et enfin 

(15) k^=^kx^x^-- kyy”=‘X^^y^’—y”x'^^. 

On donne le nom diequation intrinskque de la courbe a 
la telation 

it = 90) 

qui existe entre la courbure k et Varc 5. 

Une semblable equation d^finit completemenl la forme 
de la courbe, sans determiner sa situation dans le plan. 

Les coordonndes a?, y d’un point de la courbe s’obtien* 
dront en effet en integrant les equations differentieJles 

On satisfait k la premiere en posant 

x*=zcosu, y^z=z sin u, 

u designant une nouvelle variable. 

II vient ensuite 

x”%muy y”^ w' cos 

00^ f--y iX)”z=z w'=: (jpO), 

« = -hc, 

^(s) desigtiant Tune des fonctions primitives de ©( 5 ). 

11 vient ensuit^ 

x^ = cos ( 4 -* c), y' =r sin (4»s 4- c), 

x=^\ cos(<&s4-c)eiy4-^o> 

Jo 

y^J* sin ($s 4- c) ds 4-^0 
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OU 


^incosc / cos<frsrfs — Sine / 
Jq 


= sine I 


-4-cose 


/ 


Sin4^5rf.9 -h .T*o> 
sin$^e?5 4-/0* 


Ces equations d^fimssent une famille de courbes dependant 
des trois paramelres e, 

Mais toutes ces courbes sont superposables; car il suffit 
de changer Fongiiie et la direction des axes pour ramener 
les Equations prec4dentes 4 la forme 

cos<&5e&, sin<&5rf5. 

45S. Proposons-nous d’appliquer les formules qui pr^- 
cMent 4 quelques courbes simples. 

Pa^abole. — On aura 

/^ = 2/?je, 

d’ou, en prenant x pour variable ind^pendante, 

yy=p> /- y 
yy+yt^o, y=-^‘ 

DilFerentielle de Parc : 

Equation de la tang&nte : 

Y-/=^(X-cc). 

•/ 

Rayon de courburb : 

/ £!V 

R _ V W __ (zl±£li! 
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D4velopp4e : les formules ( 8 ) et ( 9 ) donnent 

_ P 

a-x-' - y - x-j 

= 3iR + /> 

i+y'* , .z!. 

P=y+ —==/+ -p~- 


Oa en d^dmt 


^ = 1^. y»=^-P’p. 

Mais r^quation j*= 2 /?j 7 donne 

y’^zrzSp^X^. 

Substituanl dans celte Equation les valewrs de x et j'’, 


vient 


(a-/>)». 


456> Ellipse. — On a 




Equation qui dquivaut aux deux suivantes : 
ar-=acos^, 

On d^duit de celles-ci 


puis 


a;'=—asin^, y'=:; focob^, 
^^zr —flcosX —frsin 

-J- r=: < 2 * sin* f -h 6* COS* 

ahm 


On aura done, pour la dilP^rentielle de Fare, 
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pour r^quation de la tangente, 

X — a cos^_Y — ^ sinif 

— asiiU bcoit ^ 

pour le rayon de courbure, 

^ __ (a* sin*^-+- b-cas^ty 
“■ ab 


et, pourles coordonnees du centre de courbure, 


a = « cos t — 


b cost(a^ sin^^ -h cos®/) 
— 



cos*^ 


(en remplagant sin^^ par i — cos®^), 

^ ^ ^®cos®/) a^'^b^ • ^ 

S = 6sin/-i-7- i z=-j-bill®/ 

^ ab b 

(en rempla^ant cos^^ par i — sin®/). 

On en deduit 

X i 

(< 2 ®— b^y cos / = (aay^ 

— (a* — b^y sin /=: 

filevant au carre et ajoutant, on aura I’^quation de la de- 
veloppee 

{aocy-^ {b^y={a^^b^-y. 

457. Cycloide. — On donne ce nom la courbe engen- 
drde par un point d’un cercle qui roule sans glisser sur une 
droite fixe. 

Pour obtenir les Equations de cette cpurbe, prenons pour 
axe des x la droile fixe et pour axe des y la perpendiculaire 
menee par le point d^crivant an moment ou il se trouve sur 
I’ax^ des x. 

Consid^rons une seconde position du cercle g^n^rateur. 
Soit OA {fig^ i4) la quantity dont le point de contact s’est 
d4plac6 sur la droite OX. D’apresla definition du roulement, 
il devra s’^tre deplacd de la m^me quantite sur le cercle. Le 
J.-I. »5 
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point qui decrit la cycloide se trouvera done dans ime posi¬ 
tion B 5 telle qu’on ait AB = AO. 

Fig i4 



Cela pos^, soient a le rayon du cercle, t Tangle ACB, que 
nous consid^rons comme variable md^pendante. On aura 

AO = AB = atj 
X = OA BD zzzai — a sin 
/ = AC — CD z=:a a cos t 

On d^duit de ces equations 

x'z=:a(i — cos^), /'z=asin^ 
x'' = a sin /, y” = a cos t, 

2 a*(l — cos^), 

— a®(i--cos^). 

La differentielle de Tare sera done 

a\j^ — 2 cos i dt. 

La tangente aura pour Equation 

a{i — cosO asine * 

La normale aura pour equation 

(X— X) (l— cos^jl H- (Y — y) sin ^ 0 * 
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Le point ou elle coupe I’axe des x s’obtiendra en faisani 
Y = o daiih cette equation On trouvera 

xr ysini . 

X=rd?H—-sin^) -h asmt^ at. 

1 — cosf ' 


La normale passe done par le point A, oix le cercle gene¬ 
ra tear touche Faxe des x. 

La distance N de ce point au point B, qu’on nomme la Ion-- 
gueur de la normale, sera donnee par Fexpression 

== sin*^ -h d^{\ — cos ty = a y ^2 — 2 cos it. 


Le rayon de courbure sera egal a 


3 

[ 2 a*(l — cos/)]* 

— (1 — cos t) 


%asfr=: 


2 CDS /. 


II est done double de la normale en grandeur absolue. 
Les coordonn^es du centre de courbure seront 


a = a (£— sin /) - 4 - 2<2 sin/=: a(/ sin/), 

|3 = a(i — COS/) — 20(1 — cos/) = — a(i — cos/). 

Posons, dans ces Equations, / = ic-j- /^; elles deviendront 

(x-= an-h a(/i — sin/j), 

(3=—2a-4-a(i —cos/j), 


et Fon volt qu’elles representent une cycloide egale Si la pro- 
posee, mais d^plac^e de aiz dans le sens des a? et de — 2 a 
dans le sens desy. 


V. — G^omdtrie infinit^simale. 

458. Soient k, A*, ... des infiniment petits connus, a, ^ 
des quantiles qui leur soient li^es par des Equations 

/(a, (3, .. , A, A, ...) = o, 

?(«! P, A. ••■) = 0, 
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Supposons qu’oa vfeuille determiner a, p, .. aux mfini- 
ment petits pres d’ordre n , il est clair qu’on pourra sap- 
primer a prion dans les expressions de A, a porter 

dans les equations /= o, (p = o tous les termes dont la pre¬ 
sence n'altererait a, ... que d’un mfmiment petit d’ordre 
On verra aisement dans chaque cas, avec uu pen d’at- 
tenlion, ce qm est negligeable et ce qui ne i’est pas 

Dans les applications geometriques da Calcul differentiel, 
les infiniment petits a, p, ..A, . qu’il s’agit de cal- 
culer en lonction les uns des autres sonl rattaches ensemble 
par une figure de laquelle on deduit les equations 

/=o, 9 = 0 , 

qui les lient. 

Au lieu d’etablir les equations exactes et d’y negliger 
ensuite certaines quantites, il est souvent plus simple de 
considerer^ au lieu de la figure rigoureuse, la figure appro- 
chde qui s’^n deduirait en negligcant ces quantites; de cette 
nouveile figure on tirera les equations approchees. 

Pour que ce procede soil Idgitime, il faut evidemment 
qu^on soit en mesure d'etablir que les changements de la 
figure n’alterent le resultat & obtenir que d’une quanlite negli- 
geable eu egard 4 Papproximation qu’on dexnande. La neces- 
site de cette discussion diminue notablement les avantages 
que prese/ite souvent la methode geometrique au point de 
vue de la simplicite et de I’evidence. 

Les exenpiples suivants edairciront ces considerations gi- 
nerales. 


459. Soient P, P' deux points pris respectivement sur deux 
courbes C, C'; )r la longueur du segment de droile qui les 


joint; rj?, t*x les angles que la demi-droite P'P et les 
tang-entes P/, P'/' ferment respectivement avec la direction 


. . ^ . 1 
des X posiUfs ; tr = tx — rx t r = t x — r x ceux que ie$ 

tangentes foment avec la droite r; enfin ^ les arcs comp- 
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%6s respectivement sur les courbes C et C a partir des 
points M, M', origmes des arcs, jusqu’aux points P, P'. La 

longueur r et Tangle rx seront des fonctions de 5, cher- 
chons leur difierenlielle totale. 

Projetons le quadrilatfere curviligne P'PQQ'P' sur une 
droite quelconque, somme des projections seranulle. 

Fig i5. 



Operons une premiere projection sur une droite D per- 
pendiculaire a r. La projection de P'P sera nulle. 

Celle de PQ est ^gale au produit de la longueur de sa 
corde (laquelle a pour valeur pnncipale d$) par le sinus de 
Tangle qu’elle forme avec r, lequel est sensiblement ^gal 

a La projection de PQ a done pour valeur principale 

sin^rrf^. 

T 

Celle de QQ' sera ^gale a (r-+- Ar) sin(7:H-Ara?). La va- 

leur principale esl — r drx. 

Enfin, celle de Q'P' a pour valeur principale 

— sinr 


On aura done cette premiere relation 

(i) rdrx'=z sin^rasf — sinr 

Projetons maintenant la figure sur la droite r. 
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La projection de P'P sera / 

Celle de PQ sera sensiblement egale a costf 

Celle de QQ' sera — (r 4- A/’)cosArir, ou — (r 4- dr) en 
uegbgeant les infiniment petits du second ordre par rapporl 

a rfi', car, Lrx iStant du premier ordre d’apres la formuie 

precedente, i — cos Arjr sera du second ordre. 

Enfin, la projection de Q'P a pour valeiir principale 

On a done cette nouvelle relation 


(a) dr z=: costi ds — cos^'r ds\ 

St le point P', au lieu de se mouvoir sur una courbe C, 
restait fixe, on aurait = o et las formules deviendraient 


(3) 

(4) 


rar.r=:5in irds^ 
dr ^ cos^ds. 


Ces formules donnent lieu 4 des applications tr4s nom- 
breuses. 


460. i" Soilr=/{(») F^quation d’une courbe en coor- 
donn^es polaires. On demande Fexpression de la diflRSren- 
lielle de I’arc de cette courbe et la direction de sa tan- 
gente. 

On aura ici i^x =: <p et Fon deduil des equations (d) et (4; 


ds^zizdi^-^ r^d<^'^^ 


/\ 

tang^r = 


c/cp 

dr 


461. 2 ® La courbe C 6tant supposee quelconque, portons 
sui ses diverses normales une longueur constante r. Le lieu 
de leurs extremitds sera une courbe Q^ parallete a C. 
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Appliquons la formule (2) Par hypoth^se, dr ei QO^tr 

sont mils; on en deduit costh =0 

Done deux courhes paralleles out les monies normales* 

462. 3° Soient encore C une courbe quelconque, C sa 
developpee; r la normale a C; elle sera tangente a C', on 
aura done dans la formule (2) 

<71 ^ 

trz=z-- et tr-=o ou tt, 

2 

suivant le sens dans lequel les arcs sont comptes sur la 
courbe G'. La formule se r^duit a 

dr =:±: dd, 


et en integrant de a s\ il viendra 

r, —ro=±(s; —5'). 

Done un arc de la diveloppie est egal d. la difference 
entre les longueurs des tangentes A ses extremites^ arre- 
tees A la deoeloppante. 

463* 4® Gonsiderons deux ellipses homofocales C, G'. Par 
un point M de G, menons deux tangentes 

MA,= r,, MAa=rj 

a la courbe G'* Elies seront dgalement inclinees sur la tan¬ 
gente a G. On aura done 

cos trx -h cos 2 = o. 

On en conclut que la difference entre Fare Ai Ao et la 
Somme des deux tangentes -4- r2 a une valeur constante. 

S^oient en effet s\^ Sj les valeurs de Fare d aux points A^, 
A2, on aura 


arc AiA2=^i — 
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D^pla^ons infiniment peu le point M; /’2j A| A2 subi- 
ront des variations 

^ drdrds^"^ ds^» 

Or on a, d’apr^s la formule (2), 

rfrj =: cos^ d$ — ds \, 

« 

cos^r, ds 

I’angle fr^ dtaiit nul et rangleyr2 ^gal a ir 

Fig. 16 

M 



Ajoutant ces Equations, il vient 

dr I *4“ dr 2 •— ds^ dPi.^ A^^ 

d’ou 

/•j 4- r* = Ai Aj H- const. 

464. 5^ Soient r<, les distances d’un point M A 

n points fixes F<,..F/|. Si on les assujettit a une relation 

9 (^ 1 * • ,'«) = o, 

le point M decrira une courbe C. Cherchons a determiner sa 
langente. 

On deduitde la relation donnAe 
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Mais, d’autre part, si M se d^place sur la courbe C, on 
aura, d’apres I’^quation (4), 


drxz=zco%trxds^ 


ar„=: cosfr„flw, 


et, par suite, 


do do 

cos^ri-h.. .H- -r-^cos^r;,: 
dvx dr„ 


Si done sur chaque rayon vecteur ri on porte une lon¬ 
gueur—) la projection de leur r^sultante sur la tangente 

cherch^e sera nulle. Cette resultante est done dirig^e suivant 
la normale. 


46 S. 6® Soient M un point d’une ellipse; les deux 

rayons vecteurs men^s des foyers F|, Fj a M, 7%^, /v^, 

Ics angles que ces rayons vecteurs et la tangente ferment 
avec I’axe des x, Gherchons le rayon de courbure R au 
point M. 

On a, comme on sait, 

I _ dtx 

D’ailleurs 

/\ /\ /\ /X /X 

tx = /rj 4- TjO?* 


Enfin, les rayons vecteurs ayant pour bissectrice la nor¬ 
male 

^ri4- 

Done 

/X /X xX. 

2 /a? == TT 4- r,^ 4- / 2^, 


,/x 
dr^x- 
dtxz=z - 


'dr^ 


a 
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Or la formule (3) donne 


et 

On aura done 


ridr^or =z sin ifAj ds^ 






r^droX = sin ds 


/X 

sin sin/r 2 . 


2 /I M • 1 ^ 

-=5 =-h — sin 

R V^i f,J 


/\ 

1 * 


466. Soil a construire la tangente a la courbe K lieu dcs 
sommets d’un angle f de grandeur constante dont les c6les 
restent tangents ^ deux courbes donndes 

Fig 17 


8 



Soient ABC, A| B| Gi deux positions voisines de cet 
angle II s’agit de determiner la direction limite de la 
droite BB^. 

L'angle des deux droites AB, A| B, est egai a celui des 
droUes BC, BiCi. Si nous le considerons comma du pre¬ 
mier ordre. les arcs AA^, CC| seront du mSine ordre et 
egalement. 

4u contraire, la distance de A a la tangente Aj B* et celle 
de G a B|Ci seront du second oidie. Si done par A et C on 
menait des paralleles a B, eta B, G,, leur point d’mtersec- 
tion [3 serait a line distance du second ordre de B| et, par 
suite, iiifinimenl petit par rapport a BB,. La direction limite 
de BB| sera done la m^me que celle de Bp. Mais est uue 
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corde infiniment petite du cercle lieu dtjs pomU d’ou I’on 
voit ACsous I’angle La langente a ce cercle donnera done 
la direction cherchee. 

467. Soit a circonsenre a une courbe donnde un triangle 
d^aire minimum. 

Supposons le probleme resolu. Soil ABC un des cotes du 


Fig i 8 



triangle. D^plagons-le d’un angle rfcp de maniere qu’il vienne 
en A'B'C et soit encore tangent a la courbe donate 
en B'. 

L^aire S du triangle aura subi un accroissemeut 

AS=:DCa-DAA^ 

dontla partie pniicipale rfS doil etre nulle pour qu'il y ait 
minimum. 

Si est du premier ordre, il en sera de rai^me de La 
distance de B a la langente A'B'C sera du bccond 

Par le point B menons une parallelc BE a VB^, el, du meme 
point comine centre, decrivons un cercle CF de rayon BC 

L’aire du secteur BCF sera ^BCrfcp. Celle de BDC^E et de 

CEF seronL evidemment d’un ordre plus eleve. Done la sa- 

leur principale de DCC' sera ^ %Q*do 

On voit de meme que celle de DAA' sera^ BArf<p. 
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Pour que dS sou nulle, il faudra done qu’on ait 
BC = BA. 

Done, pour qu’il y ait minimum, il faut que les points de 
contact du triangle avec la courbe soient situ^s au milieu de 
ses cdtes. 


VI. — Courbes gauches et surfaces developpables. 

468. Soient 

x=cf{t), z=:<fi{i) 

les equations d’une courbe gauche, t les coordon- 

n^es d’un point P pris sur cette courbe. 

Les fonctions <pj ©2 etant supposees developpables par 
la sene de Taylor, la courbe sera rectifiable et son arc aura 
pour diflerentielle 

ds ■= y* -h if'® dt. 

469. Tangente et plan normal, Les equations d’une 
droite 

(1) Y — aX — arro, Z — — «i = o 

contiennent quatre parametres dont on pourra disposer pour 
etablir un contact du premier ordre au point P entre la 
droite et la courbe. 

Il faudra pour cela satisfaire aUx equations 

I y — ax —a=ro, z — a^x — a, = o, 

( 2 ) < ^ 

[y^~-ax' =ro, — = 0 . 

Des equations ( 1 ) et ( 2 ) on deduit 
Y — y —-a(X — jr) =0, Z c — < 3 rt(X — =0, 

et, en eliminant a, < 2 ^, on aura les equations de la droite 
osculatrice ou tangente 

--Izil ^ ^Zl£. 

x^ y' 5 ' 
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Le plan perpendiculaire 4 la tangente, ou plan normal, 
aura pour equation 

(X-aj)j^'+(Y-y)^'+(Z-s)^!' = o. 


Si la courbe ^tait donnde par deux Equations 
F(a;,4:)=o, y, a) = o, 


il faudrait, pour apphquer ces formules, y remplacer par 
I’unitd, y et y par leurs valeurs i^^duites des Equations 


doo 

m 

dx 


dy 


y' 

y' 


dF , 
d® , 

H- -^-5 =: 0. 


Par cette substitution, les Equations de la tangente devien- 
dront 

X — ^ _ Y—y _ Z — z 

*dT^ dP " oi^ dF 

^ ds ^ dz dy d:i dx dx dz dx dy dy djc 

et celle du plan normal prendra la forme 


! — X 

Y-r 

Z- 

dF 


'dF 

dx 

dy 

dz 

d»6 

d4> 

d<& 

d7- 

dy 

. dz 


470. Plan osculateuj\ — L*equation 
(3) AX-hBY + CZ + D = o 

contient trois parametres (les rapports des coefficients A, B, 
C, D) dont on pent disposer pour ^tablir entre le point el la 
courbe un contact du second ordre. Cette condition sera 
exprimee par les equations 

A.X •+-B -H C-c -f-1) nr o, 

(5) Aj?' 4-By'Cs' nzo, 

(6) rno 
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Des Equations (3) et ( 4 ) on d^duit d’abord 

( 7 ) — j;) + B(Y —y) 4- C(Z — s) = 0 . 

l^liminant ensuite A, B, C entre (5), (6), (^), il viendra 

X-x y-y Z-z 
x' y s' =r O. 

x" y" z" 

Les coefficients A, B, C aurontdonc, 4 un facteur commun 
pr^s, qu’on pent supposer ^gal 4 I’unite, les valeurs sui- 
vantes : 

k=yz''-z'y’, B = z'x''-x's'', C-a^y''-yx’. 

Ces coefficients satisfont identiquement au\ Equations (5) 
et(6), ainsi qu’4 celle-ci: 

(8) A'a:'+By4-CV = o, 

laquelle s’obtient en prenantla d^riv4e de(5) et supprimant 
les termes qui se d^truisent en vertu de (6) 

■471. L’4quation ci-dessus du plan osculateur contient le 
paramfetre i, variable d’unpointa I’aulre de la courbe. Consi- 
d4rons la surface enveloppe de ce plan, lorsqu’on fait varier 
ce paramStPe. 

La caraot^nstique de cette surface sera donn^e par I’equa- 
tjon 

( 9 ) A(X-a?) + B(Y-^)-l-C(Z-^) = o, 

joinle a sa d4nv4e par rapport a t 

A'(X —af)4-B'(Y —/)4- C'(Z— 5 ) - Aa:'—B/—G«'=o. 

Cette derni4re dquation se reduit a 

(ro) A'(X — ar) + B'(Y—_y)-i-C'(Z —s)=o, 


pii vertu de I’dqiiation (5) 
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Cette caractenstique n est autre chose que la tangente 
X-a: Z —5 

y' ~ 

au point (a?, jk, ^)- En effet, si Ton donne a X — a;, Y — j/, 
Z — z des valeurs proporlionnelles a od^ y, les Equations 
( 9 ) et(io) seront identiquement satisfailes, leurs premiers 
membres contenant en facteur les quantiles Ad?' 4 - By 4 - C 
et A'd?' 4 - B'y C'^'. 

Le point ou la caract^ristiqne rencontre I’arele de rebrous- 
sement est d^fini par les Equations ( 9 ) et (lo), jomtes a la 
deriv^e de I’equation ( 10 ). Cette derlvee se r^duit k 

(j I) A"(X~d:) + B^(Y^y) + C^(Z 

en tenant compte de T^quation ( 8 ) 

Les equations ( 9 ), ( 10 ), (i i), combinees entre elles, don- 
neront evidemment 

X = dr, Yz^y, Z = 

Done la surface enveloppe des plans osculatew s a pour 
caract^i istiques les tangentes d la combe proposie et 
pour ar^te de rebi oussement cette courbe elle-m4me, 

Reciproquement, soit donne un systeine quelconque de 
plans P dont Pequation conlienne un parametre t, En faisant 
varier ce parametre, onobtiendra une surface enveloppe dont 
les caracterisliques seront des lignes droites, tangentes a 
l*ar^te de rebroussement, et le plan ajant un contact du 
second ordre a\ec celte ar^te de rebi oussement, lui sera 
osculateur. 

On donne le nom de sat faces deccloppahles aux surfaces 
engendrees par les tangentes a une courbe, on en\eloppes 
d’un plan variable dont I’equation ne roalienl qu'un para¬ 
metre, Ces deux definitions sont en general equivalentes, 
comma on vienl de Ic \on. 

Toutefois, la seconde a sui la premiere I’avantage d’em- 
brasser les surfaces coniqnes et cyhndriqves. 
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On obtient les surfaces coniques en supposant que le plan 
variable soil assujetU a passer constamment par un point 
fixe, qui sera le sommet du c6ne. Ce point unique jouera le 
r61e d^volu en g^n^ral k Far^te de rebroussement. 

On obtiendra les cylindres en supposant que le plan va¬ 
riable reste constamment parallele a une droite fixe. Les 
generatrices caracteristiques, etanl paralleles a cette droite, 
ne se couperont pas. La surface pourra Stre consideree comme 
la limite d’un c6ne dont le sommet s’eloigne a Finfini dans 
une direction determmee. 


472, Enveloppe desplans normaux. — Le plan normal 
au point z) a pour equation 

N = ^'(X — ^)-f-y(Y — / — ;5)=:o. 

Cette equation contient le param^Lre f. En le faisant varier, 
on obtiendra pour enveloppe une surface developpable. 

La caractenstique de cette surface est une droite qu’on 
nomme Vaxe du plan osculateur. Elle a pour equations 

N = o, 

^ (X - a?)+/(Y-/)-t-5- c'* = 0 . 


Elle est perpendiculaire au plan osculateur, car les equa¬ 
tions 

kx‘ 4- By -h Cz^ o, 


trouvees plus haul, montrent que chacun des deux plans 

N = o, ^ = o est perpendiculaire au plan osculateur. 

Eiifin Tarete de rebroussement de cette surface sera donnee 
par les equations 


N: 





473. Cercle osculateiu . — Les equations generales d’un 
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cerdie soot 

(X - a)*-t- (Y - P)»-t- (Z - y)»s= R*, 

■Wt(X — a) H- n(Y — -h jp(Z—-y) = o, 

a, p, y ^taai les coordoim^es de son centre et R son rayon. 
Nous avons ici six parametres : a, S, y, R,-, au’on 

pQurra. d6t6rniin'6i' dc mAiii^rc a obtenir un contact du second 
ordre an point («, z). 

On aura, a cet effet, les six dc[nations de condition 

(la) (« — «)*+(>' —P)’+('^ — y)*—R«=o, 

(13) a:'(A: —a)4-/(y —y) = o, 

(14) —a)-+-y^'(7—j3) + s‘'(A —y)4.a;'*+y* + 3'*:i=o, 

m(x — k) + n{y — j3) y) = o, 

mx' + ny pz' i= o, 
mx^ + ny pz*z=i o. 

Des trois demidres on ddduit, en dliminant m, n, p, 

X — a y—^ z — y 

y «' = o, 

a/ y' z" 

ou 

(15) A(* — o£)4-B(y —p)-)-C(A--y)=ro. 

Cette Equation montre que le point (a, p, y) est dans le 
plan osculaleur. 

La deuxidme et la troisidme montr^ent que ce point se 
trouve dans les deux plans N = o, ^ = o, dont I’intersec- 
tion est 1 axe du plan osculateur. Lc centre cherch6s$ trouve 
done d Vintersection de cet axe avec le plan osculateur. 

Pour calculer a, y, R, nous rdsoudrons les Equations 
(i3), (i4)et(i5) par rapport 4 a; — a, y/- — x — y. Le de¬ 
terminant 

a;' y z' 

s" y s‘' 

ABC 
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de ces Equations dtant 4gal A* + 4- G*', on trouvera 


^ _ {Cy — Ba') s'-*) 

j,- « ’ 


„ _ (As'-Ca:') (a:'‘-+>'*+s'=) 

y P“ a>+b»+c* ’ 

_ (Ba:'—Av'X^'^ + y^ + a'*) 
^ y— A*-t-B»4-C= 


et, en substituant dans (i?), 

Or la quantity entre parentheses pent s’ecnre 

(A* + B*G') () — (AH-B/'4-G S 

et, comme 


A^'4-By-h Cir'=: 0, 

il viendra 

v/\^4-B^-+-C2 

4f74. Sphere osculatnce, — L^^qiiation d’une sphere 

contenant quatre parametres, on pourra obtenir un contact 
du troisifeme ordre^ 

On devra, pour cela, satisfaire aux equations 
(07 — a)*+ (/ — ^)i4- (c — p2, 

M =o?'(o. — a) -+-y(/ — 4- -3 '(5 — c) ~ o, 

dM 


dont la premiere donnera p‘-, apres que les trois aiUres auront 
fourm c. 
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Le lieu des centres des spheres osculatrices n'est autre 
chose que Varitede rebroussementde Venceloppe des plans 
normaux. Gar ce lieu s’obtiendrait en eliminant t entre les 

Equations M = o, ^ = o, = o, et Far^te de rebrous- 

sement en dlimiaant t entre les Equations N = o, = o. 


^ = 0 Or M ne difTere de N que par le signe et par la 

designation des coordonnees courantes (a, A, c, an lieu de 
X, Y, Z). 

Nous admettronsj pour simplifier le calcul de b, c, p, 
que nous ayons choisi pour variable ind^pendante Parc 5 de 
la courbe, compt^ a partir d’un point fixe. On aura, dans 
cette hjpothfese, t = s, d’ou 


et, par suite, 
(i6) 


dt^ds:=. y dt, 


37^24-y* 4 - 5 / 8 =: I. 


Prenant la d 4 nv^e de cette Equation, on aura la suivante : 

Formons les d^rivees de M en tenant compte de ces rela¬ 
tions. II viendra 

0 = M —a).r'-h(/—A)/* 4-(5 —c)- 8 ^ 

0 = ^ z=i{x--a)x^ ^{z^c)4^ -k-i, 

at 

o = ~ = (^ - a)j^+ (7 - b)f+{z - c) 4 '’. 


En designant par D le determinant 

sd y 

X y z” 1 
of y” z” 
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on d^duira de ces Equations 


X — a 


_ ri 


■'z” — 


e'y" 


az=x — 


D 

A' 

D‘ 


A' 
D ’ 


On aura de m4me 


et enfin 


b=;^ — 
c =z — 


B' 

D’ 

C' 

d’ 




V/A'*+B'»+G'* 

D 


On pent donner 4 cette valeur de p une autre expression 
Le point (a, 6, c) ^tant sur I’axe du plan osculateur, qn 
coupe ce plan au centre du cercle osculateur, p sera I’hypo 
t^nuse d’un triangle rectangle ayant pour c6t4s R et la dis 
tance A du point (a, b, c) au plan osculateur. 

Or, le plan osculateur ayant pour Equation 

A(X-a!) + B(y-^)4-C(Z-s) = o, 


on aura 


h = -H.B(A —y) -I- C(c —g) 

±v/A*+B»-+-G» 

_ 1 AA'-hBB' + GG' 

~ D ±v'A*+ B»4-G= 


~ D 


Wa’+b*+c> 




Mais, en tenant compte de I’^quation (i6), on aura 


\/A’ + B»-i-G’ 

Ddsignons, d’aulre part, par r la quantity 
(que nous retrouverons plus tard sous le nom de rayon dt 
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torsion), il viendra 

A=±aR' 

d’oA 

p*= R>- 1 - A*= R* 4- r*R'*. 

475. Soient 

p un point {x,y, z) de la courbe correspondant 4 une va¬ 
lour t de la variable; 

T la tangente; 

P le plan osculateur. 

Soil p, un point de la courbe mfiniment voisin de p, cor¬ 
respondant a la valeur t -f- dt, et soient x -f- Aar, y ■+■ Aj, 
z + Az les coordonn^es de /?i; T,, P, la tangente et le plan 
osculateur correspondant 

Les distances de 4 p, 4 T et 4 P, de T, 4 T, et les angles 
de T, avec T et P, de P, avec P sont autant d’infiniment 
petits, dont il est mtdressant de determiner les valeurs prin- 
cipales 

Distance dep, dp.-— Elle est egale 4 \/Aar*Aj/^-|-As*, 
ou, en rempla^ant Aar, Ay, Az par leurs valeurs approch4es 
s' dt,y'dt, z' dt, 4 

s/x'‘-+y>^+z'^dt = ds. 

476. Angle de T, avec T. — On sait que I’angle ® de 
deux droites, dont les cosinus directeurs sont respectivement 
proportionnels 4 a, c et 4 at,, A,, c,, est donne par la 
formule 

aa, 4 - bbi 4- cc, 

cosrp = ^ . . 

V'a*4- 6*4- c*</a5 4- Af 4- cf 

On en ddduit 

sin*® = (<»‘+^'+c»)(a;4-Af4-cf) —(oai4-A6i4-c<ri)» 

■ (a*4- 6 * 4 - c*) {a\-^ b\ 4- cf) 

_ (^Ci — c&t )*+( cai — ac, )* 4- (g^i — I )* 

(a^-+- b‘-hc‘)(af-h bf + cf) 



PRENitSE PARTIR. — CHAPITRE 


470 

Pour appliqnerceUe formule, il fau<ira j remplacer a,b, (, 
C{ par leurs raleurs actueiles 

x', /, z', y'+A/, e'+As', 


ce qui donnera 

/ V j i jz'^—x'liz'Y+(x' Ly'— y Aa;')« 

' ^ (ar'*+y'*+a'*) [(a?'+Ax')* + (/+A/)• + {a' + Ae'}»] 


Aar', Ay, Aa', ^tant infininienl pelits, peuvent 4tre negliges 
au d^nomtnateur, qui est fiui. Au num^rateur, on les rem- 
placara par leurs valeurs approcli^es a^' dl^y" dt,^ dt. II 
viendra alors 


sjn*9 = 


A*h-B» + C* 


dl'. 


Done 9 , qui est igal, au Iroisieme ordre pr^s, a sin 9 , aura 
pour valeur approeb^e 


, _V'A»-+-B‘+C» 
~ + y'* + s'* 


dt. 


Nous appellerons courbure, coiume dans les courbes 
planes, la limite du rapport de I’angle de deux tangentes 
voisines 41’arc qui separe les points de contact Cette limile 
est evidemment ^gale au rapport des valeurs principales de 
ces deux quantitds; enla designant par A, nous aurons done 


4 = 



+-5'*y 



R ddsignant le rayon du cercle osculaleur. 

Ce cercle, son rayon et son centre pourront s’appeler, 
comme pour les courbes planes, cerde, layon et centre de 
courbure. 


477. Angle de P avec P,. — Cet angle <|i, 4 gal 4 celm des 
nonnales 4 ces deux plans, sera donne par la formule sni- 
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vante, analogue a la formule ( 17 ), 

(BAC~-CAB)*+(GAA~AAC)2 4.(AAB~BAA)^ 
S'" 4' —(A.’ + B^ + C»)[(A + AA)'-+-(B + AB)* + (C + AC)‘J’ 

au denominateur, on poiirra negliger AA, AB, AC, au nu- 
jnerateur, on les remplacera par leurs valeiirs approchees 

//A = (/r'^- z'y")dt, 
dB zz, dt^ 

dc~\^jo'f'-yz^")dt 


Posons, coinine prec^deniment. 


on lrou\era 


d’ou 




D = 


y 

x” y” 

yin 



B AC -CAB = D:r'di^, 
CAA — AAC-D/ dt, 
A AB ^ B AA = D5' dt. 


(A--- 15“-f-C')- "" (A^H- B^-+-C^)^‘ 


et, eii rempla^ant le miius par Pare, 




D 

A 2 -hB'+-C^ 


ds. 


4/ 


D 


se nomme la ton sion de la 


La quanUld- = -,_^ ,^,_^^, 

courbe ; nous la designerons par t Son imerse se nomme le 
rayon de torsion. 


478* Angle de P avoc T| — Get angle 9 est donne par 
la formule 

sin (} — A(j?^H“ Aa^) + B(y-h Ay) -H C(x;^4- Ag') 

v A*^ 4 - H- C* f + (^'' 4 -Ay)^-t-(y-i-A:;'}^ 

Au denominateurj on pent neghger ^x\ Ay, A^'. Au nu- 
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m^raUur, on les reinplacera par leurs valeuis approchees 
of dt + + i/"dt\ ^dt + y'dtK 

Remarquant que I’oa a 

Aar* + By' + Cz' = o, 

Aie'+B/ + Ca'=o, 
Aa>' 4 -B^'''+Ca'=D, 

et mettant 8 au lieu de soa sinus, il viendra 

i/A* -t- RS-i- 3 


\/A* +• 5 '* 3 

479* Distance de /)| d T. — Nous avons irouv^ (403), pour 
la distance du point (a, ai, 0 ^ 2 ) a la droite 

X ~ a “+“ ht^ Y “ <3j •+* Z ~ tij Hh bf 

la form ale 

/ [(g, — «i )62 — (aj - gTg)]= -h [(qg — ^ -- (g — «) b^y + 

V 6 * 4 -d* 4-d* 

Nous avons ici 

g = a?, = = 

a z= gr -h Ax, = / 4 - Aj, a 2 =: 5 4 - A^, 

6 = xS 6,=:/,‘ 62 = ;5'. 

La formule deviendra 

^_ /(j^'A-s.— 5 'Ak)* -f- {z'Ax — .r'A5)*4- (g'A/ — j'Ax)^ 

-y ’ 

ou, en remplagant Ax, Ajj'", Ai? par leurs valeurs, 

Ax=:x'^// 4 -X^-^^ 4 - 
I .2 

1.3 

V 1.2 * 
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pa, — -irf^elparrf^ (ce qui nalterera pas le dotennmant\. 



dt^[^ — 

I-) + 

x‘dt + x"'— + 

2 

- X 



») 





\) + 

dl^ 

0 



ou, en reduisant chaque terme a sa valeur principale, 

D 


Done 


f y 


I 2 




t 7= 


±:D 


dt^ 


v/A^'-h B'4- 


k't ds^ 

19 


482. On nomme plans osculateurs Ualionnav es ceux qui 
correspondent aux points ou D = o. La torsion etant nulle 
en ces points, le plan osculateur P s’y confondra, au deuxieme 
ordre pres, avec le plan osculateur en un point/?, infiniment 
voisin. 

En outre, la distance de P a /?, sera du quatneme ordre. 
Le plan P aura done un contact du troisieme ordre avec la 
courbe, et se confondra avec la sphere osculatrice 

On voit par 1^ que les plans stationnaires sont analogues 
aux tangentes d^inflexion des courbes^planes. 


483. Proposons-nous encore de calculer la difiference entre 
un arc infiniment petit et sa corde. 

Nous simplifierons un peu les calculs en admettant qu’on 
ait pris pour variable ind^pendante Parc s. 

On aura, dans ce cas, 

et, en diff^rentiant, 

-H yy” -+■ o, 
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puis 

^yyfiTj^ ./ 4. Qffi 

On d^duit de la 

C 7 '— Bs'=: (dC'j"—^' 45 ^) 45 ' 

5 '*) 

zz — x” — ^^'( 1 — X^^) =: -^ x'\ 

A cy r=r - y% Bx'-^ A/ ZZ r% 

et la formule de la courbure devient 


zz :z?"* 4 - -4- 45*^* zz — ( j?' 4- 4- ) 


Cela pose, sou un arc mfinimenl petit; sa cordc sera 
v/aJ 2 4 _ 4 . ^^2 ]j s’agit d’evaluer la difference de ces 

deux expressions. 

On a identiquement 


ds — s/jix^ + A/* •+ zz 


ds + \/lx^ + 4^>'* 4- 


Le denominateur de cette expression est sensiblement 2 rfs. 
Pour avoir le nunierateur, on remplacera Ax, Ay, Az par lenrs 
developpements. 

Ax =z t' dsa — —h 

2 6 


Developpant et ordonnant suivant les puissances de ds, il 
viendra 

(i - x^^-^z^^)ds^--{x'x” + yyz'z'’)ds^ 

^ ^n^yn^si”- ^ _ 

Les coefficients des termes en ds^ et ds^ s’annulent. Cehii 
du terme en d$^ sera, d’apresles equations precedentes, 
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Done la difference cherchee a pour \aleur principale 
12 _ k^ds^ 

24 

484. On nomine normaleprincipale au point (a?, z) la 
perpendiculaire a la tangente sitnee dans le plan osculateur; 
binormale la perpendiculaire au plan osculateur Ces deux 
droites forment avec la tangente un triedre tnrectangle. 

Delerminons les cosmus directeurs de ces trois droites: 

I® Les cosmus directeurs a, 6, c de la tangente, etant pro- 
portionnels a .s', seront respectivement egaux a 

jr' _ dx y' _ dy 

s dz 

s'-* 

✓ 

2 ® Ceuxde la binormale a, y ^tant proportionnels k A, 
B, C seront egaux k 

A B C 

V/A*-h‘B*+ C*’ y/A*TBM^* 

3® Enfin la normale principale 6tant perpendiculaire aux 
deux droites pr^c^dentes, ses cosinus directeurs X, p, v 
satisferont aux Equations 

pj'h- vs' ^ o, 

^ A -4* pB -i- vC m 0 , 

et seront proportionnels aux quantit^s 

C/'—Bs', Ajs'—G o?', B^'—A/. 

On aura done 


G/— Bs' 
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el, comme A®' + By + Cz' = o, 


1 = 


Cr'-BV__ ^ ^ 


y/(A* -K B* -4- G*) ( J?'* H- /* -4- 5'*) 


On aura de mime 


jUL = «c? — ya, 

v = {3a — a6. 


485 Cherchons comment varient oes cosinus directears 
lorsque le point (x^ y, z) se d^place infimment peu sur la 
courbe. 

On aura d’abord 


x”dl ^ x'{x*x^ 




y/A«H-B^-i-G» 
H- 4- 


dl=^--\kds. 


On aura de mSme 

dbz=:--likdSj dc = ^ vkds. 

On aura, en second lieu, 

dft—d - . 

V/A»+B»-4-C* 

A'(A»+B» + C*) —A(AA'+BB' + CC') ^^ 
(A»- 4 -B* + C*)^ 

_ B(BA'—AB') + C(CA'—AC') ^^ 

(A‘ + B*+C*)* 

(A* + B* + C*)» 
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et de m4me 

rfjS = [XT ds, dy vt 

Enfiu 

dkz=:d{yb--- ^c) = ydb-h bdy — c dp -- ^dc 
= (—yixkbvT — c(xr -h P'^k) ds 
= ((3v — y[x)kds -h (6v — c^)Td$ 

On a d’ailleurs 

j3v — y|A = j3(j3a — — y(a6* — ya) 

= (3®-+-/=*) ~ a(aa -h &(3 + cy) 

= a, 

bii — c/jL =: b{pa — ab) — c(ac — ya) 

= — a(a*4- 6 *- 4 - e*) -h 6(3-4- cy) 

= - a 

Done 

dk = akds — fitr ifc, 

et de m4me 

—(3tc£s, 
dv=:ckds^yT ds. 

486. II resulte de ces formates qu’une courbe est comply- 
tement d^finie lorsqu’on connaitra : 

La loi suivant laquelle la courbure et la torsion vanent 
en fonction de I’arc s comtne variable independante ; 

2 ^ Les valeurs de y, z, a, 6 , c, a, ( 3 , y, X, [jl, v corres- 
pondantes a une valent particuliere de s, a la valeur zero, 
par exemple 

En elFet, les formules pr^c^dentes donnent les denvees, 
par rapport a Sj des quantites 

dx dy dz « n 

^=d's' 

en fonction de ces quantiles elles-m4mes, de la courbure et 
de la torsion. En les diffi^rentiant, on obtiendra les d^rivdes 
secondes, et ainsi de suite. Mais, pour ^ = o, on connait le^ 
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valeurs des quantites a, 6, c, a, (3, y, X, jji, v On aura done, 
pour r= o, la valeuF de toutes leurs d^rivees 

Connaissant ainsi, pour s = o, les valeurs de x^ a 

da _ d^x 

d$ ds'^ ^ 

Maclaurin 

(d^x\ 

\ds^ ), 1.2 


dx 
ds' 


• ) on pourra caJculer x par la formule de 

De m^tne, pour^ et z. 


487. Appliquons les formules prec^dentes a Vhelice. On 
donne ce nom a la courbe decrite par un point dont la projec¬ 
tion sur le plan des y parcourt ane ligne C donn^e arbJ- 
trairement et dont la hauteur z au-dessus du plan des ar, y 
vane proportionnellement k I’arc decrit par sa projection. 

Prenons pour variable inddpendante Tare or de la projec¬ 
tion. Les Equations de I’h^lice seront 

a etant une constante. 

On aura, par suite 

d’ou 

K:=>'-^ay\ B = aa7*', Qz=zx'y” — y 

et de plus (454) 

x^ x" -H yy” = o, 

4- y ^^=— (3d x*^ —— y S 
x^'y^ — y” x‘'^=. 

Y d^signant la courbure de la projection. 

Cela posd . 

I® La diflKrentielle de Parc de Ph^lice sera donnee par la 
formule 

(a?'--i-y*4-a*)rf(7*= (i-f- dij^. 
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Le rapport de <is i rfo* est done constant. 

2® L’angle 0 de la tangente avec I’axe des z sera donno par 
la formule 

^ 5' a 

COsBz^ , , = -p==r* 

* V 14 - a® 

II est done constant. 

3 ® L’Equation du plan oscnlateur sera 

— ay"(X — d?) 4- ax”{Y — y)“ 4 -y(Z — z) =0. 

Il contient la normale au cylindre projetant, laquelle a 
pour Equations 

Z — 2 = 0, x\X ^ ic) 4- /(Y — 7) = o, 

car en substitiiant dans F^quation du plan osculateur k X—x, 
y —Z — z les quantit^s proportionnelles —j'', 0 on 
obtient comme r^sultat 




ce qui est nul. 

4 ® La courbure k est ^gale a 


y”-- _ v/(q*4- i)y* _ y 

(14-a*)^ 

5 ” La torsion t est 6 gale k 

_ — ay’a f+aafy'’ ay* _ ay 

a*)'"’ 4 - a*x''*+ {x' jf*—y'~ (a*4- i)y* ~ a*4-i ’ 


VII. — Systimes 4e droites. 

488 . Une droite D, passant par un point (a, a,, aj) et donl 
les cosinns directears sont propprtionnels a b, b,, bt, a, 
corame on I’a vu, pour Equations 

X — a Y — ff, Z— 0} 

b -~br~~br’ 


(0 
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ovky en intrpduisant ime variable aaziliaire 

ry/P 6J b\ elant la distance du point (X, Yy Z) au 

point (a, a^) 

Supposons quie les coetficients ,,, d^pendedt de cer¬ 
tains param^tres a, . En faisant varier ces param^tres, 
on obliendra un sjst^me de droites. 

S’il xCj a qu’un paramtoe ,ces droites formeront une 
surface rigUe dont on oLtiendrait I’dquation en dliminant 
a entre les deux Equations (i). 

S^il y a deux paramfetres a, p, on aura uae congruence de 
droites. Par cheque point (^,y, z) de Tespace passeront une 
ou plusieurs droites de la congruence, correspondant aux 
systimes de valeurs de qui satisfont aux Equations 

( 3 ) —^ ^ 

S’il y a trois param&tres a, y, on aura un comphose de 
droites. Par cheque point (x^yj z) passeront une infinite 
de droites du complexes formant an c6ne. dent on obliendra 
r^uation en ^liminant a, y Equations (i) et (3). 

Knfin, s’il y avail plus de trois param^tresy le syst^me con- 
tieudrait loutes les droites possibles, car on pourrait deter¬ 
miner les param^tres de mani^re k faire passer la droite par 
deux points arbitraires (d?, z)j (a?i, ^i)? ce qui ne don- 

nerait que quatre Equations de condition. 

489. Soient D une droite du syst^me, ayant pour liquations 

X s a -+• bty Y sr Oy H- 6| Z 

et Di une droite infiniment voisine, laquelle aura pour dqua- 
tioBs 

X ziz n "4” da -4* (6 db ) 

Y 2 = -I- dUf -H (fcj -+- db\} 
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ea bornant 1’approximation an premier ordre et ecrivant par 
suite rfa, db, .. ^ la place de Aa, Ab, .... 

La position relative de ces deux droites depend des dld- 
meats suivants: 

1 “ Leur angle tf. On aura, d’apres des formules prdcddem- 
ment irouvees, 

_v/A*-hAJ-t-A| 

en posant, pour abr^ger, 

A b\db±^^ b^db\y 
A| = b^db — b db^y 
k^=b dby — b^db 


2 ° La direction de leur perpendiculaire commune E, la- 
quelle a pour cosinus directeurs 

A , A, 


^ = - 


\/A» 


■AJ 


A5 


^1 — 


V/A»+AJ- 


A| 


S/A‘-|-A* + A* 


3° La position du point de rencontre de D et de E. La 
valeur T de la variable t qui correspond 4 ce point sera (405) 

T- N 

'■“A'+Af-t-A*’ 

N ddsignant le determinant 

A b -^dh — da 

A, + — da\ , 

• Aj b% H— dh^ — da% 


ou plus simplement 

A. da b 
A, cfct, 6, , 
A) da^ bj 


en ndgligeanl db^ db^, dby par rapport 4 6, 6|, b^. 
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4"" La plus courte distance S des deux drones D, . Elle 
est donn^e (40S) par la formule 



L d^signant le determinant 

da db b 
da^ dbf b^ 
dUf db^t b^ 

On pent convenir de prendre le radical positivement dans 
toutes ces formules. Alors S aura le signe de L; ct ce signe 
fixera le sens dans lequel la longueur S doit etre portee sur 
la droite E. 

On pent d’ailleurs subslituer comme element de definition 
a la distance infiniment petite 8 le rapport fini 

_hib^^b\^bl) 

qu’on nomme le paramilre de dhtribution. 

Proposons-nous de determiner les relations qui existent 
entre ces elements T, X, X|, p. Nous aurons k distin* 
guer trois cas distincts, suiyant le nombre des parametres 
variables. 

490. Premier cas . Surfaces regimes. — On n’a qu’un 
seul pai'ametre a, et si, dans les expressions de T, X, X,, Xj, 
Pj on remplace da, db, ... par leurs valeurs da, y da, ..., 
la quantite da, se trouvant en facteur avec le meme degre an 
numerateur et au denominateur, disparaitra de ces expres¬ 
sions. 

La droite £, sur laquelle se mesure la plus courte distance 
des droites D et D 4 , etant completement determinee par les 
valeurs de T, X, X 4 , X 2 , on aura ce theoreme : 

Les generatrices dUme surface reglie infiniment voi^ 
sines d^une meme geniratrice D viennent toutes couper 
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perpendiculairement une m&me droite E (a« second ordre 
prhs), 

Le point d’intersection do D avec E se nomoio le point 
central de la g^n^ratrrce D. II aura pour coordonn^es 

4? = a-4-6T, y = ai-hi,T, 5 = a<4-6tT. 

a 

Le lieu des points centraux se nomme ligne de stricUon^ 
On aura ses Equations en 4hminanl a entre les trois 4<|ua- 
tions ci-^dessus. 


4>9f. Soit 

xzzza’Jrbt^ y:=zai-\-hit, 

un point de la surface. Ses coordonn<^es sont exprim^es, 
comme on le voit, ,en fonction des deux parametres a et 
L’^quation g<Sn^rale d’un plan 

«A0 X -+• lit) Y •+* ^ Z *4" (3E) nr 0 


contient trois parametres, dont on pourra disposer pour eta- 
blir un contact du premier ordre avec la surface. II faudra 
pour cela satisfaire aux trois Equations 


O m cs) -+- bt) -h -h ^) * 

dW 
dt 
dW 


: h 


.e(a.. 

■ 




o = 


da 


m -f" )-f- ^). 


On en d^duira 

O m Ji0'(X — a «— bt') *4“ 'Ul>( Y*— U\ —' i&i f) *4" 0(Z — fltj—« b%t)y 


et, en dliminant 1 ) 1 , 0, on aura P^quation du plaii tangent 
sous la forme 


X — a-^bt Y —— bit Z —— b^t 
b b\ b% 


= 0. 
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plan contient la generatrices En effet^un point quel- 
conque de cette g^n^ra trice a ses coordonn^es de la forme 

Substituant ces valeurs des coordonn^es dans r^quaUoxi 
du plan tangent, les deux premieres lignes du determinant 
deviennent identiqu^s, sauf le facteur commun — t, 

Mais la direction de ce plan tangent variera en gdudral 
avec la position du point de contact (x, js) sur la gene- 
ratrice. On voit, en effet, que requation du plan tangent 
depend de t. 

492. Pour determiner simplement la loi de cette variation, 
nous admettrons que nous ajons choisi pour axe des z la 
generatrice consideree D, et pour axe des y la droite E qui 
lui correspond. 

On aura, pour tons les points de D, 

a;=zOy ^ = 0 . 

Done, pour cette generatrice, a, 6, ai, bi seront egaux a zero. 
D’ailleurs rien n’empeclie de prendre pour variable indepen* 
dante, k la place de la fonction lineaire a 3 + b^t. On peut 
done supposer qu’on a constamment 

o, *4- .cr j “ =u. 

Gela pose, la generatrice D aura pour equations 
ar=ro, yr=:o. 

Une generatrice infiniment voisine aura pour equations 

x = 4, 

nr da ■+* 4 db — da -f- z db^ 
y = rfa, -^tdbx’=^da\'-¥ z 

Mais, par definition, cette generatrice rencontre Paxe des 
k une distance S de Porigine; on aura done 
da=ro, dat:=zis 
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4 $d 

De plus, elle est perpendiculaire a cet axe et fait un angle ^ 
avec I’axe des z. On aura done 


db,: 


db — langf = 9 , 


en n^gligeant la difference entre la tangente et I’arc. 
On aura, par suite, 

, da 

“ ~di 
' a' = — = 


■ o, 


da doc’ 
da da 

Lf _ ^^1 _ ^ 


SubstUuons ces vaicurs et celles de a, oss, A, A|, frj, 
^ 2 ) r^quation du plan tangent; elle deviendra 

X y 

O O I 

? , ^ 
da da ^ 

ou 

Y= —X 
<p/ s 

L’angle V (jue le plan tangent forme avec le plan des yz 
sera donnd par la formula 

langV = 

P 

Cet angle, en g^ndral variable avec z, sera constant danc 
les deux hypotheses suivantes; 

/) = o, d’oi 6 — 0 , 

jpz=ao, d’o& 9 = 0 . 

493- 11 est intdressant de chercher quelle est la nature 
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particuhere des surfaces reglees pour lesquelles une de ces 
deux conditions © =: o ou 3 = o est conslamment salisfaite. 

Tfii^ORiiME — Uequ€^tion 8 = 0 exprime que la surface 
regime est developpable. 

Cherchons en effet a quelles conditions la surface sera 
d^veloppabie. Soient j?, y, z les coordonnees du point Oil 
la g^n^ratrice touche I’ardte de rebroussement, 6 la valeur 
correspondante de t. On aura 

y=ax-\-b^B, 5 = ai 4 - 

5 et 6 variant en g^n^ral d’lme gen^ratnce a Tautre, et 
par suite 4tant des fonctions de a. 

Ces equations, diffdrentides par rapport a a, donneront 

dx z=ida B db -f- & 
dy sn da^ 4“ B dh^ -f** b\ dO^ 
dz = dai 4- 8 db^-h bfdB. 

Mais, la gdndratrice dtant tangente a Tardte de rebrousse¬ 
ment, ses cosinus directeurs seront proportionnels a dx^ dy^ 
dz ; Us le sont d’aillcurs 4 6, fc,, 62; on aura done, en ddsi- 
gnant par p un facteur convenable, 

rfj?z=|A^, dyzzzikbu dzzzziibf. 

Substituant ces valeurs dans les equations precedentes, il 
viendra 

o = da -\- 6 db 4- ^ {dB — /x), 

o = rffli4-0rf6i4 --;a), 
o = det^-^ Bdbf 4- b%(^dB — p). 

Ces trois dquations entre les deux quantitds 6 et ^ — [x 
ne seront pas compatibles en gdndral, mais elles le devien- 
dront si le determinant 


da 

db 

h 

da^ 

db. 

b. 

duf^ 

db^ 

b. 
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s’annule. Or ce determinant est precisement L, numeratcur 
de 8 . 

Done S sera nul, a xnoins qu’on n’ait A = A 4 = A 8 =:o, 
auquel eas le denominatcur s’annulerait egalement, 

494, Les trois equations A = A 4 = A 2 ==:o equivalent a 
requation unique ^ = o. Si celle-ci esf satisfaite, Icl surfttcc. 
sera un oylindre* Car, deux generatrices infinimentvoisines 
ne formant qu’un angle du deuxieme ordre, les cosimts di- 
recleurs de la gdneratrice, consideres comme fonctions de a, 
n’eprouveront qu’une variation du second ordre par rapport 
II Taccroissement de a. Done leurs difiFerentielles sont niiUes; 
done ils sont constants. 

495. Dettxieme CAS : Congruences. — On a dans ce cas 
deux parametres variables p et, par suite, 


Substituant ces valeurs (tans les expressioas de X, X 4 , Xg, 
T, p, on voit qne, pour une gdn^tiice donn4e D, corres- 
pondant a un sjst&me ddtdrmin^ de valeurs de a et de 

ees cinq quantity ne dependent que du rapport H doit 

done exister entre elles qnatre relations ind^pendantes du 
cboix de k g^ndratrice D|. 

Proposons>nous de trouver ces relations. 

496. Nous remarquerons tout d'abord que la quantity 
A 34 - A* 4- AJt qui figure au ddnominateur des expressions 
X, Xt, Xj, T,/>, ne ponrra, en g4n4ral, s’annulerpour auenne 

valeur de En effet, il faudrait pour cela qu’on edt simul- 
tan^ment 

A —5^ Oj A.| Oj Aj.^“ O) 
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d’oii 


db dbi dbf 


ou, en appelanl p. la valeur commune de ces rapports, 

db , d* JO . 

^dc+^dp = bt., 


^<{aations qui ne peuvent subsister simultan^ment que si 
- 


I’on a 


db 


da 

d(3 

(4) 

dbi 

dbt 

da 

dp 



dbi 


da 

dp 


W f/t/ , 


bt 


bt 


= 0 . 


Ccst la unc equation entrc a et qui est n^essaire pour 
quc A*+ AJ + AJ pufese s’annuler. 

Nous pourrons appeler giniratrices singulihres les gene¬ 
ratrices de la congruence pour lesqueQes I’equation (4) est 
satisfaite. Elies forment une surface regiee, donl on aura 
requation en elhninant a, p, t entrc Tequation (4) et les 
equations 

^5) d? = a:-+-&£, z:=za^+b^L 

497* Supposons que D soil une generatrice ordinaire. 
T etant exprime par une fraction dont le numeratcur et ie 
denbminateur sent homogenes et du second degre en ^a, <fp, 
et dont le denominateur ne peut s’annuler aura un maxi¬ 
mum To et un minimum T| toujours reds; on pourra les 

obtenir ainsi que les valeurs correspondantes dc par la 
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methode expos^e au 407. Substiluant ces valeurs a la 
place de t dans les Equations (5), on aura les coordonn^es 
des points correspondants de D, expnm^es en fonctions 
de a, Ces points se nomment points pi incipaux. On 
nomme plans principaux ceux qui passent par les lignes 
de plus courte distance correspondantes a ces points et pa^ la 
droite D. 

Eliminant a et ^ entre les Equations qui donnent les coor- 
donnees d’un point principal, on obtiendra le lieu de ce 
point. On obtiendra de le lieu du second point prin¬ 

cipal. Les deux surjaces principales ainsi obtenues pour- 
ront constituer, soit deux surfaces distinctes, soil plus habi- 
tuellement deux nappes d’une seule et m^me surface. 

498. Passons a I’examen de I’expression qui donne le para- 
metre de distribution />. Le determinant L qui figure au 

numerateur, etant du second degre en s’annulera pour 

deux valeurs redles ou imaginaires de ce rapport. A chacune 
de ces deux valeurs correspondent une valeur de T et, par 
suite, un point de D. 

Les deux points ainsi obtenus se nomment foyers. Ils 
pourront etre reels ou imaginaires. Les lieux de ces points 
{surfaces focales) se determineront comme les surfaces 
principales. 


499. Soient 


(6) 


(7) 

da 


les deux valeurs de ^ tiroes de Tequalion L = o; M et M| 

seront des fonctions connues de a, 

Nous verrons dans le Calcul integral qu’on peul trouver 
pour p une expression p == y (a) qui satisfasse identiquement 
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a r^quaUou difKreDtielle ( 6 ) et qui, de plus, se rdduise k. 
pour a = ao, les constantes ao et pouvant fitrc choisies k 
volenti. 

CeJa pos^, substituons ^ = y(a) dans les Equations 
^rr: -4“ y ( 1 %'+^ bitf s zrz b%t 

des generatrices dc la congruence. Ces equations, ne conle- 
nanl plus qu’un seul parametre a, representeront une surface 
reglec, dont les generatrices font partie de la congruence; 
celt^ surface est developpable, car, Tequation ( 6 ) etant une 
consequence de Tequation on aura ^ = o pour 

deux generatrices voisines prises sur cette surface. Enfm, 
cette surface contient la generatrice correspondanie aux va- 
leurs p = pot « = <*o des parainelres variables. 

La consideration de I’equation differentiellc ( 7 ) donnerait 
une seconde surface developpable jouissanl des memes pro- 
prieies que la premiere. 

On aura done ce theorfeme : 

Une droiie quelconque D de la congruence fait partie 
de deux surfaces developpableSi formees de droites de la 
congruence. 

On doit remarqiier toutefois que ces surfaces n’auront 
d’existence reelle que si les valeurs de ^ deduites de I’equa- 
tion L = o sent reelles. 

La droite D est tangente a Tarete de rebroussement de 
cbacune des developpables dont elle fail partie- Mais ces 
aretes de rebroussement sont ^videxoment situdes sur les sur¬ 
faces focales; on a done cette proposition : 

Toates les droites de la congruence sont tangenles h 
chacune des surfaces focales. 

On nomme plans focaux les plans menfe par D el res- 
pectivemenl perpendiculaires aux lignes E de plus courte 
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distance correspondantes k ses deux foyers Ces plans sont 
tangents aux deux d^veloppables qui se croisent suivant la 
droite D. 

On a vu, en e£Fet, que, dans une surface rdgWe quelconque, 
le plan tangent en un point situ^ sur une g^n^ratrice D h 
une distance z du point central fait, avec la perpendicu- 
laire un angle V donnd par la formule 


tangV 


z 



dans une d^veloppable, oik /? = o, tangV sera infini et V 
sera droit. 


SOO. Pour nous rendre un compte plus exact de la distri¬ 
bution autour de D des droites de la congruence qui en sont 
infiniment voisines, prenons cette droite pour axe des en 
nous r^servant de disposer ult^rieurement de la position de 
Forigine, ainsi que de Torientation du plan des wz. 

Supposons, en outre, qu’on prenne z pour variable in- 
dependante, on aura constamment a 2 = o, 5 ^=1^ d’oA 
rfaa = dbi == o, En outre, D ajant pour Equations o, 
r= o, X on aura, pour cette droite, 

Cl zm ci\ —b zzL bi .1—. o» 


Portons ces diverses valeurs dans les formules g^n^rales; 
il viendra 




A. —11. — dbi , Aj dbf A^^zmo, 
db^ , db 


s/di^dbl 
el, par suite. 




Xj— 0, 


\/dFTdb\ 

N = (rfa -+■ dui dbi ), "L = da dbi—dat db 


/ft\ . da db-k-da^dbi ^ da dbi — daidb 

' ^ ~ db*-hdbl ’ db>+ddl 



APPLICATIONS GfOM^TRlQUES DB LA Sl&RIS DB TAILOR. 49S 

Enfin, le determinant (4) se reduira a 


db db 
d« d(3 ® 


£6 db 

db, db, 
doL dS ° 

_ 

dec d^ 


db, db, 

- O 

O 


da dp 


D etant suppos^e une g4neratrice ordinaire, ce determinant 
ne^sera pas nul. On pourra doncdes equations 



deduire Fexpression de <ia et en fonction lindaire de 
db et dbi. 

Le$ quantites da^ da ^, etant des fonctions lineaires de doL^ 
d^^ deviendront des fonctions lineaires de db^ db^^ tclles 
que 

da = P -h Q dbx^ 
dax = P, 4 - Qi dbx • 


On aura, par suite, 

P 4 - (P, -h Q) dbx 4 - Qi db\ 

db^^db\ 

_ - P, -H (P — Qt) ef6 4 ~ Q db\ 

p_ db*-^db\ 


Soil d^ailieurs Tangle que la plus courte distance forme 
avec I’axe des^. On aura 


d’oii 


—sifl^p, X,=:COS<{/, Xj=:0, 


tangtj^ = 



dbx 

db 


Les valeurs de z correspor^dant aux points principaux s’ob- 
tiendront en cherchant le maximum el le minimum deT. On 
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salt qu’il faut pour cela poser les Equations 

(9) 

^ 10 ) (Pj -4“ Q) 2QtCf^j ■+3ft = O, 


d’ou 

(U) 


2P-H2tt P|-4“Q 

Pi4-Q »Qt4-2/:ft 


Cette derniere Equation donnera le maximum et le mini- 
mum cherch^s. Les prdc4dentes donneront la valeur corres- 

poudante de = tang^j/. 

Supposons mainlenant que nous ayons pris pour plan 
des zy I’un des plans prlncipaux^ et choisi a I’origine 4 dgale 
distance d6s points principaux. Onde\Ta avoir an maximum 

ou un minimum pour ^ = o, d’ou = o, ce qui r^duira 
rdquation (lo) 4 


L’^qiiation ( 11 ) se rdduira 4 

( 2 P-+- 2 fA)(aQ,H- 2 fx) = o, 

el, ses racincs devant dtre dgales et oppos^es, on aura 

Qi=-P. 

Faisant done P| = — Q, Qi = — P, = tang<{# dans les 
formules, il viendra 


( 12 ) 

(13) 


T = ^ P p eosatp, 

f -H lang^^p ^ ^ 


501. On ddduit de ces formules des consequences impor- 
tantes : 

r* T est maximum on minimum pour «j# = o et t|>== 9 o'*; 
d’o4 cette consequence ; 
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Les deux plans principaux sont rectangulaires^ 

2 ® p s’annule pour sin 2 t{# = — d’oii 

T = ±Py' I —^=±/p*-Q*. 

Ces deux valeurs 6tant ^gales et de signe contrairc, et 
noindres que P, on aura ce r^sultat: 

Les foyets sont situes entre les points principaux, d 
igale distance du milieu de la droite qui les joint. 

Les foyers seront A’ailleurs r^els oti imagmaires, suivant 
que P sera > Q ou < Q en valeur absolue. 

3® L’^quation sin 2 ^ a deux racines : ^0 ^ 

Les plans focaux auront pour azimut ^ 4-^0 el ic — On 

voit done qu’f& font des angles egaux aoec les plans 
principaux. 

4® Si Q = o, les foyers et les plans focaux seront r^els et 
se confondronl avec les points et les plans principaux. Les 
plans focaux seront done rectangulaires. 

R^ciproqueraent, si ces plans sont rectangulaires, on aura 

d’ou <}/o = o et, par suite, Q = o, et les autres propri^t^s 
ci-des$us auront lieu. 


S02. Les plans focaux ont pour equation 





sin 24 * 

I 4 - C0S2ij/’ 


y- Q . 

P iVP*—Q*’ 


ils seront distingu^s I’un de 1 autre par le signe du radical. 
Soil, enfin, D| une droite de la congruence infiniment 
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voisme de D; elle aura pour Equations 

a; = «L +dbt =sda -hdb z=:(» + P)db-i-Qdbu 

y=,da,-^db,l = da,-hdb,z=^-Qdb + (z--T)db,. 

Elle rencontrera le plan focal (i4) 
d^termm^ par 1’^ quation 

— Qdb-{- iz — P)dbi * Q 
(a-hP)rf6 + Q<?*i P ±^f *— 

Or, cette Equation esl satisfaite, qnel que soit le rapport 
cn posanl z = dt — Q®• 

Cette Equation, jointe 4 I’dquation (i4), reprisente nne 
perpendiculaire a D mende dans le plan focal et passant par 
Ic foyer. Cette perpendiculaire a re?u le nom de droite fo- 

cale. 

On peut done ^noncer cette proposition : 

Les intersections ^ane gdneratrice qmlconque Di, in- 
finiment voisine de D, avec les plans focaux, sont sUuies 
sur les droites focales (am infiniment second 

ordre pris). 

303. B nons neste k ^tudier la distribution autourde D des 
droites infiniment voisines, lorsque D esl une gdndratrice 
singnliere. 

Dans ce cas, le determinant 

db ^ 
d« dj3 

da 

etant nul, le rapport des quanthes 
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ne d^pendra pas du rapport On aura done 
Ungtp = -^ = const., 


d’oA 


«}/ = const. 


On pdurra orienter les axes coordonn^s de telle sorte que 
Ton ait <{» = o, d’o& dh^ =s o. 

Les formules (8) deviendront alors 


T=— 


da 


db' 

P- 

de, 

da, 

da 

d^ 

d* 

db 

da 

d|3 


dax 


Si le ddtenninant 

(i5) 


n’est pas nul, on pourra d^uire des Equations 

= -r- oa - 

doL 


db 


les valeors de dfa, en da^ et en db. Substituant dans la 


valeur de cfa =5 ~ rfa 
doc 

de la forme 
et, par suite, 


du 


^ on trouvera une Equation 

da = P dui + Q rfft 

rr_ ^ + Q _p ^ 

—db --Pp-Q- 


On peut d’ailleurs, en depla^ant I’origine de la quantity Q, 
faire disparaitre le second terme de cette expression. On aura 
done les deux relations 


<|#=:0, • TrrPps 
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Les generatrices mfiniment voisines dc D auront pour 
Equations 

X'=^da -hdbz = V da^’-hdbz^ 
y zr d(t\ -f- dbi s « do I . 

Ces generatrices sont done paralleles au plan des xs, 
GeDes pour lesquelies dai = o sont dans ce plan lui-meme et 
rencontrent la droite D k i’ongine des coordonnees. Celles 
pour Icsqueiles db =s o sont paralleles a D, Ge cas difffere 
done de celui des generatrices ordinaires en ce que I’un des 
foyers est rejete a I’infini, Tautre etant k Tongine des coor- 
donnees. 

Enfin, sile determinant (i 5) esl nul, ^ ne dependant plus 

du rapport on aura les deux relations 
= o, /? = const. 

Designons par P le rapport constant Les generatrices 
infixument voisines de D auront pour equations 

X'=:da-{- dbZj 

et aucune d’elles ne coupe plus DA distance finie, mais celles 
pour lesquelles db^o lui sont paralleles, 

S04. TaoistoiB cas : Complexes. — On a, dans ce cas, 
trois parametres : a, y* 

Soil D une droite du complexe. En la choisissant pour axe 
des z et prenant s pour vanable independante, on pourra 
redmre ses equations i la forme 

x=:o^ /==o, Z=it, 

et celles d’one droite D|, infininaent voisine, k la forme 
if zz x^zda-^ dbz, y dai -h dbi a, 
duj db^ ... etant lineaire en dtx.^ d^^ dy. 
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Supposons d abord que D soil uue droite ordinatrs^ c*est- 
a-dire telle quc I’on n’ail pas srmultandment 

dbj <?&t 

da _ dpT _ *57 

db db ^ db * 

da, dj3 37 

Les deux Equations 



permettront d’exprimer deux des quaatu^s rfa, rfp, rfy, par 
exemple rfa et en fonction lin^aire de dby db^^ rfy. Par 
suite, da^ da^ deviendront des fonctioiis liu^aires de db 
dbiy telles que 

da nr P db Hh Q dby -4- R rfy, 
dai = Pi db -h Qi db^ -j- Rj rfy. 

Si Pon pose, en particulier, db = = o, ces Equations 

so reduiront k </a = Rrfy, rfa, = R| rfy, et D|, ajant pour 
Equations 

;r=:Rrfy, /=:R,rfy, 

sera parallele k D. 

des zy orient^ de mani^re a conienir 
une des droites parallMes ^ D; on devra avoir R = o* 

Cela pos^, enlre les formules 

m_ da db-i-daidbi _^dadbx-^ da^db 

“ di^^-db\ ’ db*-k-db\ ' 

^liminons da ^; U viendra 

TrfA—/»J*,=—rfa=—PrfJ —Qrffr, 
ou 

T 4-P H-(Q —/?) taiigi}<= 0 , 
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ou enfin, en d^plagaot Torigine sup I’axe des z de la quan¬ 
tity P, ce qui changera T en T — P, 

T 4-(Q ^/>) langtj; = o. 

db 

SOS* Si D etait une droite singuhere, le rapport ^tant 

ind^pendant de d% dy, on aurait la relation plus 
simple 

tangi|/ = const. 

VIII. — Surfaces. 

S06. Consid^rous une surface definie par trois Equations 
de la forme 

a?r:=/(a, J = 5 = + 

Un plan 

ezX -H A Y-h cZ -h o 
sera osculateur si I’on a 


ax 

-h 

by 

4 - CZ 4" d 0 , 

dx 


.dy 

dz 

a — 

du 

4" 

^ta 

+ _ 0 , 

dx 


b^J. 

dz 

- 1 - /» . .. 


*+■ 

dp 

-f C — \j0 

dv 


]£Umiaant a, 6, c, rf, on a T^quation du plan tangent 

— x Z—s 

^ dy dz 

^I) 0 = du du du 

do) dy dz 

d7 dv dv 

.= A(X a^)-^-B(Y—y)-hC(Z —a), 




ou 


( 2 ) 
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Y — 

da dv da dv 

dz dx dx dz 

^ du di’ du d^^ 

Q__dx dy dy dx 

da dv da dv * 


Bemarquons les identitis 

. T>^ 


(3) 


da 

dx 




A'^ + B^+c|:=», 

dp OP OP 


qm se r^sument dans la suivante: 

(4) A.dT + Bdy + Cdzz=:o. 


La normale aura pour Equations 


(5) 


X-x _Y-y _Z-z 
A “ B ~ C ' 


507. Le carrd de la distance du point (u, v) au point in- 
finiment voisin {u + du, p + <fi'):8era Aa;*H- Ajs*. 

Sa valeur principale sera 

(6) ds*— dx*-h dy*-\- dz*— du + dt^ H- ... 

= E du* ^-zFdudp + G dp*, 



Remarquons I’identit^ 

(8) EG-F*=A*+B*-f C*. 
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508. La distance 8du point [u-\-du, v -~-dv) au plan tan¬ 
gent en («, c) est 

A Ag + B 4 / -I- C Aa 


Pour determiner sa valevr principale, remplagons Ajj, Aj', 
ie par leurs ddveloppements 

A2^ = i£c~f- -(Px + . . . 

2 

Les termes du premier ordre se detruisent el li vient 


A d*x -+• B tPy -H C 


D’ailieurs 




d*<p . , d*x j j 

a -—-^dudv 
ou* du dv 




Done 

(9) ad = aSrfi/</p-(-Trfp*, 

ea posant pour abr^ger 



S09. Supposons que it et au Ueu d’etre inddpendants 
soient lids par une relation donnde, ou, ce qui revient au 
mdme, soient des fonctions donndes d’un trorsidme para- 
mdtre t\x,y,z deviendront des fonctions de t, et, Jorsque 





APPLICATIONS GfiOMfiTRIQUBS DE LA S^^lIE DB TAYiOR. 5o3 

oe parametre vane, le point (x, z) d^crit tine ligne L, 
situ^e sur la surface proposde. 

Pour determiner la tangente k cette ligne, son plan oscu-- 
lateur, etc., il faudra connaitre les derivees a?'? of, ; 
y, y', z', ... qm figurant dans les formules de la 

theorie des courbes gauches. Mais ces ddrivees s’obtiennent 
immediatement; soient an efifet w', . les 

ddrivees successives de u et de i>; nous aurons 


d^x 


/ / 
a/=z ‘ 
au 

d*x 


dx 


OU Qi? 


H- 


dx 


n d^ „ 
OU 


Les quantites x\ y, si ainsi determin^es sont les para* 
metres directeurs de la tangente a L. Substitiiees dans I’equa-* 
tioa du plan tangent, elles y satisfont identiquement. Done 
ie plan tangent au point (a, est le lieu des tangentes 
aux courbes trades sur la surface et passant par ce point. 

Les rapports mutuels de x\ / dependent du rap* 

port^ = A chaque yaleur de ce rapport rdpond une 
tangente ddterminde< 

510. Chercbons les lois qui r^gissent la courbure des 
diverses lignes qui peuvent 6tre trac^es sur la surface k par- 
tir du point P de coordonn^es «, p. 


Fig. 19. 



Solent C Tune de ces courbes, PT sa tangente; M un point 
de C infiniment voisin de P; Q, R ses projections sur leplan 
tangent et sur la tangente PT; d$ Parc PM. 
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5o4 

On aura 



Soil k la courbure cherch^e. La valeur pnncipale de MR 
est connue; elle est ^gale k 


-kds*. 

2 

Oa aura done 




2 MR 
ds^ 


i 2 MQ 
cos^MR ds* ' 


Or, 4 la limite le plan PRM devient le plan osculateur a C: 
soil 0 Tangle que ce plan forme avec la normale en P; cos QMR 
tendra vers cos 8. D’aulrc part 2 MQ a pouk* valeur prmci- 
pale 

2 Sdud(^’-hTdi£^, 

Enfin 

ds*= E du*-h 2Fdu di^ -i-G rfV*. 


On a done la formule 

( ) k— ^ 2 Sdudv 

cos6 2 F dud{^ -f- Gdv^* 

Done G a la mdme courbure que la section plane faite dans 
la surface par son plan osculateur. 

K 

Cette courbure est ^gale a 

_Rrfn*-f- 2 S dud%^ -+• 

Erfa*H- 2¥dudif-k-Gdv^ 

ddsignant la courbure de la section faite par un plan passant 
par la m£me tangente et par la normale. 


Sll. Reste 4 discuter la mani^re dont R varie avec la 
direction de la tangente ^caract^risee par le rapport : 
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I® Si 

( 12 ) 


R _ S _ T 


5o5 


K est ind^pendant de cette 'direction. On dira dans ce cas 
que le point P est un ombilic. 

2 ^ Supposons au contraire que K varie avec II s’annu- 

lera poor les deux directions asymptotiques d^finieS par 
r^quation 

(13) R 2 S -4-Trfp*=i: o. 

Elies seront r^elles ou imaginaires suivant le signe 
deRT —Sa. Si 

(14) RT —S*=:o, 

elles coincident et le point P sera dit paraboiique. 


513. Gherchons encore les maxima et minima de K. 

Cette expression, dlant un quotient de deux formes qua- 

dratiques ^ en du et do dont celle qui figure en d^nominateur 

est toujours positive, admet touj6urs un maximum et un 
minimum r^els. Pour determiner ces courbures principaU$ 
et les directions correspondantes {directions principales) 
nous aurons (407) k dgaler k z6to les derivees de/— 
d’ou les deux equations 

(R — XE) (S — XF) = o, 

(S — XF) e/ci h-(T—XG) df; = o. 

l^liminant ^ > 
du 

cipales I’equation du second degre 

(i5) (R-XE)(T —XG)-(S —?tF)*=o. 

j^liminons au contraire X; nous obtiendrons ppurdefinir 
les directions principales I’equation 

'Rdu^Sdf^ Edu^^F df> 


il vient pour determiner les courbures prin- 



506 PHEMISRE P4.RTIF — CHAPITBt U. 


qui peut s’ecnre aiasi. 


(i6) 


E F G 

R S T 

<^p* — dudv du^ 


rz: o 


Les deux directions qu’elle determine sont toujours r^elles 
Elies sont en outre rectangulaires. Soient en effet Jes 

deux valeurs que donne cetle equation pour Les direc¬ 
tions correspondantes auront pour parametres directeurs 


dx 

dx 1 

dy 

dy , 

dz 

. dz , 

4- 

du 


du 

V <> 

da 


dx 

dx , 

dy . 

dy f 

dz 

. dz , 

du ^ 


”1 —^ 
du 


du 


Nous aurons 

done a 

[ verifier la relation 



f dx 

dx ,\ 

(dx 

dx , 

\ 

0=1 


dp ‘'V* 

U« 

T*‘’' 
dp ■ 



— E 4- F (-f-) 4- G . 


Or, en siibstituant les valeurs de + tiroes de 

r^quatioB (i6) et chassant les denominateurs, cette relation 
se r^duit a ridenlit^ 


E(SG - TF) 4- F{ET - RG) 4- G(RF ES) = o. 


513p On nomme ligne de courbure une iigne trac^e sur 
la surface et telle qu’en chacun de ses points la direction de 
sa tangente coiircide avec une direction principale. 

Pour obtenir une semblable ligne ii faut done Irouver une 

fonction de a tellp que soil ^gale a Pune dcs racmes 

de Tequation (i6). 

Or r^quation diff^rentieile 


dv 

du 
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admet une famiile de solutions 

dependant d’une constante arbitraira c, laquelle pent fitre 
choisie de telle sorte que, pour une valeur initiale denude 
u = 1 ^ 0 ) ^ prenne une 'valeur Po cboisie a volonte. • 
L’^quation 



donne un resultat semblable. 

II existe done deux series de lignes de courbure. Par 
chaque point (w©? passe une ligne de cliaque s^rie; ces 
deux lignes se croisent a angle droit, 

814. Les lignes asymptotiques sont celles oii la direction 
de la tangente en chaque point coincide avec une des direc-r 
tions asymptotiques. II y en a ^galement deux series, mais 
elles peuvent 4tre imaginaires. 

818. Appliquons les formulas pi*^c^dentes a la surface de 
la VIS & filet cat re, represent^e par les Equations 

a: = wcds<s yrzwsini'. z^av>, 

Les d^rivdes partielles des coordonn^es sont denudes par 
le Tableau suivant: 
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On en deduit successivement 

Arrasinc^, B=—^cos(^, G=«, 

E=;i, Fzno, 

A*-+-B*rhC*=£^*H-a*, 

R = o, S =... ■- "? ■ ■ . .. T = o. 

\/u^’h a® 

L’^quation dcs lignes asymptotiques se r^duit a 


— 2 a 


s/u^ 


da dv 


Ony satisfait en posant soit u = const., soil ^ = const. 
La premiere supposition donne une s^rie d’h^lices, la 
seconde une.s^rie de drpites horizontales. 

L’^quation des lignes de courbure sera 


d’o{i 


1 

0 


o 

— a 


o, 


et enfin 


y/a* 4- a* 

rfp* — du dv du} 

^_ ^ I 

* \/u‘-+a*' 

ztv = log(« + v'"* + «*) -t- const, 

M -I-v/«*-+' a*=Cc=^^ 

/-=-z — a* 


le double signe correspondant aui deux series de lignes de 
courbure. 


S16. On prend souvent x ety comme variables inddpen- 
dantes. II faut alors poser, dans les formules prdcddentes, 
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u,y = o 

et par suite 

dr 

da?. 



-11 

0 

^-1 
dp ■" ’ 


du* 

d^y _ d^y _d^y 

du'^ du di^ 


ResteBt ies d^riv^ea pardelles 

dz dz d*z d^z d^z 

dS* dy^ dan^^ da^dy^ dy^^ 

<|u’oii reprdsente g^n^ralciBent par 

9f 

On amra par ces substitations 


1 

11 

< 

W 

II 

1 

C = 

h 

E ;ir 1 

11 

G = 

I +?*, 

R _ r. 

s ... * 

T= 

t 






* 

Les ombilics seront d^finis par ies ^Equations 


( 17 ) 




la li gna des points paraboliquesipar celle-ci, 

( 18 ) rf —»» = o; 

les directions a&ymptotiqaes par celie-ci, 

(ig) rda^-h2sda!€ly + tdy‘=:o; 

les directions principales par celle-ci, 

(ao) [(i+p^)s~pqf]da!*-t-[{i + p*)t-(i-^q*)r]dxdy 

+ [P 9 * — (»-i- /»’)«] dy*—o. 

Btyfiw les courbores principales seront donn^es parl’^qua- 



5io 

tion 
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r• — (l +[ -======= — (H-9*)X 1 

-f-p=4;=.-p?xy=0, 

\\/i+P^ + g' J 

ou, en d^veloppant et posant pour abr^gew [a, 

( (i-t-/?*-4-9’)p*—[(i + 9*)r —a/>ys + (i + />*)0/A 

517. Pour mieux ^ludier !a manifere dont unc surface se 
eomporte aux environs d’un de ses points, nous choisirons ce 
point pour engine des coordonn4es et la normale k la surface 
pour axe des z. On devra avoir en ce point 

a = y = s=p=:q=zo 

Le ddveloppement de z par la s4rie de Taylor sera done de 
la, forme 

_9 bsy + cy* 


On pent d’aill^urs choisir la direction des axes Oj?, Oy de 
telle sorte qu« b soit nuL Soit done 

On donne le nom d^indicairice a la conique 

J nr a^*-4- c/*. 

Si Ton coupe k surface par un plan horizontal 5 = s voisin 
de rongine, T^quation de la section sera sensibleineat (dans 
le voisinage de I’origine) 

• 

C/*. 

G’est une courbe semblable a rindicatrice. 

Si <7 et c sent de m^me signe, la section sera tine petite 
elKpse, r^elle si e a le signe de a et de c, imaginaire dans le 
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cas contraire. La surface est done tout entiere d’unm^me c6t6 
du plan tangent. 

Si a et c sont de signes contraires, les sections sont des 
hyperboles, toujours reelles. La surface traverse done son 
plan tangent. Celui-ci la coupe suivant unc ligne ayant un 
point double k rorigine, puisque aux environs de ce point 
la section peat 6tre assimil^e k un couple de droites. 

Enfin, si a ou c est nul, Tindicatnee est forra^e de deux 
droites parallMes (cas particulier du genre parabole). Pour 
savoir dans ce cas si la surface traverse ou non son plan tan¬ 
gent, ilfaudrait discuter les termes du troisi^me degr^ en jK? 
ceux du deuxieme pouvant cesser d’etre pr^ponddrants si x 
eiy ne sont pas du m^me ordre de grandeur. 

S18. Cherchons Texpression de la courbure K d’une sec¬ 
tion normale, dont la tangente OT fait Tangle ^ avec Faxe 
des Xo 

Fig 20 



Prenons surcette ligne un Sire infininaent petit OQ, soient ds 
sa. longueur; u?, y, z les coordonndes du point Q; R sa pro¬ 
jection sur OT. La courbure cherchde sera la lunite du 
rapport 



Or on a 

X OR cos<p, y = OR sin 9, 

. .= OR*(acos*9-i-csifi*9) 

D’autre part ds a la m4nae valeur principale que sa corde OQ, 
quVn pent elle-m^me remplacer par OR puisque QR est 
d’ordre sup^rieur k OQ. On trouve done pour la limite 
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5i2 

chercMe 

(22 ) K. = a cos* 9 - 4 - c sin* 9. 

Si a et c soni de xn^me sigme^ K conserve done un signe 
constant. S’ils sont de signe contraire, K pent 

signe. II s’annole pour les deux directions tangf = 

qui donnent les asymptotes de Findicatrice. 

Si a on c est nul, ces deux directions se confondent en une 
seule; K ne change pas de signe, mais il j a une direction ou 
U s^annule; le point O est parabolique. 

Si a = c, K a la valeur constants a; le point O est un 
ombilic. 

Si a et c sont in^gaux, soit par exemple a >c. On peut 
dcrire 

— (a — c) 8in*9. 


changer de 
“ __ 


II a soa maximum a pour ^ =s o et $on minimum e poor 



Les directions piineipales sont done celles des axes de 
I’indicatrice. 


3 t 9 . La ttormale au point (s, a) de la surface a pour 
Equations 

—P -9 


B’ailleurs s, p, q sont fonctions des deux variables indd- 
pendsmtes a;, y, Les normales d la surface formeroat done 
une congruence. Mais cette congruence prdsente un caractere 
pardculier. 

Pour le reconnaitre, cberchons comment se distribuent 
autour de la normale OZ les normales inftniment voisines. 

On a 
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Si done on suppose x y infiniment petits on aupa au 
second ordre pres 

5 = 0 , p = ax, q^cy, 

ce qui donnera, pour Equations des zxormales dont il s’agit, 

— ax —cy 
ou 

X = ^( I — aZ), Y = - cZ>. 

La droite amsi d^finie rencontrera OZ si Ton pent satis- 
faire aux deux Equations 

ar(i — aZ) = 0, y(i — cZ)iz:o. 

Si O n’est ni un onabilic, ni un point parabolique, cela 
pourra se faire de deux mani&res : 

En posant 



2 ^ En posant 

y = o, Z=i. 

Les deux foyers de la congruence situ^s sur OZ auront 

pour ordonndes - et I!s se eonfondront done avec les 
*■ c a 

centres de courbure des sectioas principales. Ges points 
portent le nom de centtes de cQurbare principaux. 

Les normales infiniment voisines de OZ qui la rencontrent 
au foyer Z = ^correspondant a ^ = o out pour Equations 

X=o, Y = /(i-cZ>, 

et sent dans ]e plan des YZ. Ce plan est done le plan focal. 

De m^m^, au foyer Z = ^ correspondra comme plan focal 
le plan des XZ; d’oi ce rdsultat *, 

Les plans focaux sont rectangulaires et se confondent 
avec ceux des sections principales^ 
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5l4 

Les plans principaux de la congruence se confondront avec 
es plans focaux, et ses points principaux avec les foyers (501), 

520. Examinons maintenant le cas ou O serait un ombilie 
ou un point paraboliquie. 

I® Si O est un ombilic, on aura a = c. Les deux foyers 
coincident; et les normales voismes de OZ, ayant pour Equa¬ 
tions 

X =:^(1 - flZ), Y = y(i - aZ), 

viennent toutes la rencontrer au mEme point Z = ^ • 

2® Si 0 est un point parabolique, pour iequel on ait 
c = o par exemple, le foyer correspondant sera a I’infini. Les 
normales voismes de OZ auront pour Equations 

X = a?(i — <ajZ), Y=/. 

Celles pour lesquelles x^o seront parallEles k OZ; done 
OZ sera une droite singuliEre dans la congruence des nor¬ 
males. 

521. On veil par la qu^un systEme de droites 

dEpendant de deux parametres a, n^est pas formE en gEnE- 
ral de normales a une mEme surface. Pour qu’il en soil ainsi, 
il faut que sur chaque gEnEratrice les foyers et les points 
principaux se confondent. 

Proposons-nous de trouver directement Texpression de la 
condition pour que les droitea de la congruence ci-dessus 
soieni normales k une mEme surface S. 

Posons pour plus de simplicitE 

b b, 

+*'*+** 

#:^y'6*Tf dj-t- b\u. 
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Les equations du sysleme deviendront 

;r=:a-hoa, y=:aiH-c,;<, -szsai-h Cji/, 

et Ton aura identiquement 

et en difi^rentiant 

C dc '“H Cl <£S?C| "4“ Cj C^Cji 255 O'* 

Soient Y), 2^ les coordoim4es du point oil I’uue des droiies 
de la congruence rencontre la surface S ; 6 la valeiir corres- 
pondaiite de « ; on aura 

5=:a-f-c@, Yj=ai-4-Ci5, t = 

7 ^, I ^fant des fonctions des paramgtres a, 3. 
Differentiant, on auta 

dS^'zsuda 64c 4- o 46^ 
dr\ =5 rfdi 4- ff rfci 4- Cfrfd, 
dl^ 5= rfa* 4* 0 rfcj 4- c^dB. 

Ajoutons ces Equations multipli^es respectivement par 
c, Cl 5 C 2 : ii vicndra 

o c da 4” Cj da^ 4“ Cj^dax 4“ d6^ 

car c, Cl 1 C 2 4tant les coefficients directeurs de la normale 
a S, et ceux d^une tangente k cette surface, 

crf5 4- Cfrfn c^d^ sera nuL 

L’^quation que nous venons d’ohtemr se decompose dans 
les deux suivantes : 


da 

dax 

dot 

<?e 





da 

da* 

dox 

m 






D^rivons la premiere par rapport k p, la seconde par rapport 
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a a et retranchons ; d sera dimin^ et il restera ]’Equation de 
condition 

d da d da 

24~ 55 ~ 

on, en effectuant les calculs et supprimant les termes qui se 
d^truisent, 

, ^/dc da dc da\ 

Z\.3?55“K5?j = °- 

• 

522. La consideration de la congruence des normales four- 
nit un nouveau moyen pour determiner les directions prin- 
cipales et les centres de courbure principaux en un point 
(or, y, z) d’une Surface. 

Supposons ^5 z exprimes au moyen de deux para- 
metres a, 

La normale au point z) a'pour equations 

Yzry-t-B^, Z=:^-f-C^ 
et la normale en un point voisin* aura pour equations 

X m 0? -f- da? -f- (A dA. )tiy 
Y = y -hdy-h{B-hdB)tiy 
Z 13 z -f- dz (C •+• 6?C) /j • 

Elies se rencontiSeront si Ton peut determiner t cl ti de 
maniere k satisfaire aux equations 

a?A/r= dp -j-(A-h dA)^j, 

/-+-=/4-rfy (B 4- 

Z H-CrrsE 4-(C4-rfC)/t 

ou, en reduisant, 

I da? -h dAti<r^ t) = Oy 

Pour que ces equations soient compatibles il faut qu’on 
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ait 

(25) 


dx dk A 
dy rfB B 
dz dCa G 


0 . 


Ea substituant dans ce determinant les valeurs 

, dx . dx j dk , dk j 

da>=^du + j^d,, d\=j^du + ^^d^. 


on obtiendra liquation entre du et d(> qui d^finit les direc¬ 
tions principales. 

Reste 4 determiner le rayon de courbure principal 

p = y(X -*)*+ (Y -yy+ (Z - «)* =rt v'A*+B*4-C*. 

Pour cela nous calculerons la valeur de t [on plutdt celle de t, 
qui en differe infiniment peu], d’aprfes les equations (24 )• 
Pour cela rempla^ons dx^ dA., ... par leurs valeurs. Ccs 
equations deviennent 

^ (S ^ 


^liminant du, do, t, — t, il vient 



1 dx 

dk . 

dx 

dk. 


du~^ du * 

dv dv * 

(26) 

du du ' 

dy dv * 


dz 

dC. 

dz 

dC. 


du du 



A 


B 


C 


equation du second degrd en tt dont les racines divisees par 
+ B* -1- (? donneront les rayons de courbure princi- 
paux 


823. Lignes giodesiques. — Ce sontdeslignes tellesque 
si Ton prend, sur I’une d’elles, deux points P, Q (suffisam- 
ment voisins) I’arc PQ soit le plus court cbemin qu’on 
puisse tracer sur la surface entre P et Q. 
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Le plan osculateur d une ligne geodhique contient la 
normale d la surface. 

Supposons en effet qu’au point P il fit avec la normale un 
angle Menons la tangente PT a la ligne g4o<i4sique. Soit K 
la courbore de la section normale faite par cette tangente. 

La g^odfoiquc aura pour courbure 

Soit Q un point de la g^oddsique infiniment voisin de P. 

Par ce point ct par la normale en P faisons passer un plan 

La section faite par ce plan dans la surface a au point P une 

tangente PT infiniment voisine de PT. La courbure K' de 

cette section normale sera done infiniment Voisine de K et 

, K 

par suite plus petite que • 

Or I’excds de longueur d’un arc ds de courbure k sur sa 

corde PQ est dgal (483) i\k*ds* ou sensiblement k AA-*PQ . 
Get eicis serait done moindre pour I’arc de la section nor¬ 
male que pour I’arc gdoddsique; celui-ci ne serait done pas 
minimum comme I’eiuge sa ddfinilion. 

524. Chi ddduit aisdment de cette propridtd I’dquation dif- 
fdrentielle des lignes gdoddsiques. 

Considdrons enefiet, le long d’une de ces b’gnes, Xyy, Zy v 
comme fonctions de la Variable inddpendante u. Soient 
x'yofy dyv'', ... leurs ddrivdes. Le plan osculateur 

aura pour dquadon 

X-® Y-^y Z-z 
d j/ = o. 

Poor qu’il contienne la normale on doit avoir 
ABC 

(37) d y =0. 

\d' y z* 




Substituant dans la relation pr^c^dente, onobtient one 
equation enlre «, p, v ', 

Cette dquation diffdrentielle du second ordre a pour solu- 
Uun gdndrale une expression de iJi forme 

V=f(U,CuCi) 

contenant deux constantes arbitraires C|, Cj On pent en dis¬ 
poser pour faire passer la ligne gdoddsique par deux points 
donnds, on par un point donnd avec.une tangente donnee. 

525. Courbure de Gauss. — Coiuiddrons une portion 
d’une surface S. On peuty distinguer deux faces. Cboisis- 
sons arbitrairementl’une d’elles pourlui dlever une normale. 
Cette droite sera ddfinie en chaque point M non seulement 
en direction, mais en sens 


Fig. 21 



Par un point arbitraire O menons une parallMe a cette 
demi-droite. Le point M oA elle rencontre une sphere de 
rajon un, ddcrite autour du centre O, se nomme Vintage 
sphirique du point M. 
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Si M d^crit sur la surface un contour ferin4 C, p decpira 
sur la sphere un contour fermd c. L’aire de la region r intd - 
rieiire au contour c sera par ddfinition la courbure totale de 
la rSgion It. de {a surface intdrieure au contour C. 

On lui donnera le signe + si les contours G «t c respecti- 
yement ddcrits autour des rdgions R et r sontparcourns dans 
le mdme sen$; le sigde — s’ils sont parcouras en sens con- 
traire.' 

Le rapport des aires r et R sera la courbure moyenne de 
la rdgion R. ' 

Enfin, on appdlera courbure de la surface S au point M 
la b'mite de la courbure mojenne d’un dldment infiniment 
petit de cette surface contenant le point M. 

o26. Pour determiner cette courbure, supposons d’abord 
que I’dldment considdrd soit limite par deux lignes de cour¬ 
bure MN, MP qui se croisent au point M et par deux autres 
lignes de courbure infiniment voisines PQ, NQ. Ces lignes 


Fig. as. 



se croisant 4 angle drcrft, I’dldment MNQP pent dtre assimild 
a un petit rectangle plan et son aire R sera sensiblement 
reprdaentde par MN.PQ. 

D’autre part, la normale en N sera contenue (aux infini- 
men! petits prds da second ordre) dans le plan mend par la 
normale en M et par la tangente k MN; car elle passe par le 
centre de courbure principale el par le point N, qui tons deux 
sont dans ce plan. De mdme, la normale en P sera dans .le 
plan mend par la normale en M et la tengente k MP. Ce plan 
^ perpendiculaire au premier. 
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Doac ics images sphenques dcs arcs MN et MP seront des 
arcs de grands cercles mn^ mp qui se coupent a angle droit. 
Done, r^I^ment r sera un rectangle et aura pour aire le pro- 
dait de ses mn, m/7, qui ne sontautres que les angles 
formds par la normale en M avec les normales en N et P. 

Or^ on a ^videmment 

mn = MN, mp =r MP, 

k\ et Ara ^tant les courbures principales au point M. 

Nous obtenons done ce tMor^me : 

La courbure C dhine surfaci en un de ses points est 
igale au produit des courbures des sections principales* 

^7. P<5ur ^tablir completement cette proposition, il reste 
toutefois k montrer que le r^sultat subsiste si Ton considire 
sur la surface S un dldment quarrable R de foi^me quelconque, 
au lieu de Pdlement particulier delimit^ par des lignes de 
courbure, que nous venons de choisir. 

Pour le faire voir, tracons sur la surface, aitx environs du 
point M, un r^seau de lignes de courbure infiniment voisinee 
les tines des autres. Ces lignes partageront Fint^rieur de R 
en dldments infiniment petits. Ceux qui rencontrent sa fron- 
tiere peuvent dtre negligds k la limite, car la somme de leurs 
aires est infiniment petite, et il en est dvidemment de mdme 
de la somme de leurs courbures totales. 

Quant aux dldments intdrieurs, limitds par des lignes de 
courbure, on peut leur appliquer le theorfeme prdeddent. 
Soit done de Fun d’eux; Tdldment sphdrique dd correspon- 
dant aura pour valeur principale de son aire Fexpres- 
sion k%k^de^ A*i, k% ddsignant les courbures principales au 
point (x^y^z) origine du rectangle de* 

L’aire r = ldd sera done donnde par Fintdgrale ddfinie 

J* kikxde^ 

pnse dattsFintdrieur de R. 
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Or ki^ sont Ics racines de T^quatlon (i 5) 

Leur produit est done dgal a 

RT--S* 

EG-F*’ 

C’estJe quotient de deux fonctions continues de et de v; 
d^ailleursy le d^nominateur etant 4gai i A*+ C* n’oat 
jamais nul. Done AriA'a est une fonction continue, et Ton 
pourra poser 

c ddsignant la valeur de kik^ au point M, et p un resie 
moindre en valeur absolue que a, si les dimensions de 
mentR sont assez petites. 

On aura done « 



Mais le second terme de cette expression tend vers z^ro 
avec les dimensions de r^l^menl R, car son module est 
moindre que 



On a done bien 



RT-5* 

E6-^F*’ 


quelle que soil la forme Fdlidment consid^r^. 

828. Gauss a ^tabli Pidentitd suivante, qu’on peut vdri^ler 
ais^ment par des calculs un pea laborieux, mais qui n’offreut 
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aucune difficiilte • 
4(EG-F»)(ftT-S*) 


= E 

idp dp 

* du dp 





rdG dE 

dF dE 




4-G 

\_du du 

^ d(^ du 

v^) J 




rdEdG 

dEdG_ 

dE dF 

dG dF 


4 - Fj 

[^du dp 

dif du 

^ de dp ^ 

du du 

^du dp) 



fdE 

d*F (?‘G 



-a(EG —F>)| 

— 2 

du di' du^ 

} 


Cette formule importante 

montre que 

RT- 

- S*, et par 


suite la qourbure peut s’exprimer au mojren des scales 
quantit^s E, F, G et de leurs ddnv^es partielles. 

529. Surfaces applicables. — Soient S, Si deux surfaces, 
sur lesquelles le ds^ soil respeclivemeat 

rfs* = E du^ 4- 2 F rfw -4- G d\f^. 

= EjrftfJ 4- aFiflf«i<i^i4- Girfi']. 

Etablissons entre ces deux surfaces une correspondance 
point par point, en supposant lettrs paramitres u, p ct Wi, 
li^s par deux relatioas 

On en d^duit 

^du + ^dp, dp,= ^du-¥ ^dp. 

Par la substitution de ces valeurs, ds^ sera transforme en 
une expression de la forme 

rf?* =2Cdu^-^2^dudv-^g rfp*. 

On dira que S| est applicable sur S si, en choisissant 
convenablement les deux fonctions on peut satisfaire 
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Rux trois relations 

£ = E, #=F, ^^ = G. 

0 

Ce ne sera pas possible en g^a^ral. 

530. Si deu^ surfaces S, S| sent applioables I’une sur 
I’autre : 

i" Les deux surfaces S, auront la mdme courbure aut 
points correspondants; 

Les arcs de lignes correspondantes auront m^me lon¬ 
gueur; 

3® Deux regions correspondantes des deux surfaces auront 
inline aire; 

4® Deux lignes quelconques trac^es sur S se coupent sous 
ie m^me angle que leurs'eorrespondantes. 

1 ® En effet, en prenant les mSines variables Tuddpendantes 
u et p pour les deux surfaces, la courbure en un point 
donnd ne ddpendra (528) que des foncuons E, F, G et de 
leurs ddrivdesy qui sont par hypothfese les mdmes pour les 
deux surfaces. 

2 ® Pour d^finir une ligne L traede sur S, on doit 4tablir 
entre les param^tres p une relation 

p=fu, 

L’^ldment d<t de son arc sera 

v/EH-2F/-4-G/*rfa, 

et, SI Ui sont les valeurs de u aux extr^mit^s de cet arc, 
sa longueur sera 

/ **! 

v/E + 2 F/-+-G/'«rf«. 

Pour obtenir la ligne correspondante L, il faudra ^tablir 
entre « et p la m6me relation; E, F, G n’^tant pas changes 
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par hypothese, le reslera le m^me et devra ^tre integre 
eiitre les m^mes limites Uq et Ui. 

3^ L^^l^ment de l^aire dans les deux surfaces a aussi la 

m4me expression _ 

y'E6r — 

et devpR £tre int^gr^ dans le m^me domaine s’il s^agit de 
regions correspondantes. Les ai!res obtenues seront done 
Agates. 

4^ Enfin, une courbe d^finie sur la surface S par Tdqua- 
lion V =fu a pour coefficients directears de sa tangente 

dx dx ^ ^ f/ 

du dp*'’ du dp*'’ du dp*^ 

Une seconde courbe, d^finie par I’equation p =/< aura 
de mime les coefficients directeurs 

dx dx f ^ r 

du dp*'*’* da dp*' du'^ dv^^* 


L’angle V de ces deux droites sera donn^ par la formule 



y/E -+- 2 F/ + G/* v^E -h 2 ¥f\ + G/,^ 

expression qm ne depend que des rapports mutuels de E, 
F, G. 

531. Cherchons quelles sont les surfaces applicables sur 
an plan. 

Leur courbure doit 6tre nulle, confme celle du plan lui- 
m^me. Or, si Ton prend ar, y comine variables ind^pen- 
dantes, 1’expression g^nerale trouv^e plus haul pour cette 
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courbure 
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RT-S* 

EG-F* 

se r^duit k 

rt — s 

Done, 5 doit satisfaire k I’dqnalion aux d^riv^es partielles 
rt — 

Nous avons int^gr^ cette dquatioa(lW) et montre qu’elle 
caracterise les surfaces d^veloppaWea. 


532. Reciproquement, toute surface dei^elcppable est 
applicable sur un plan. Pour ie ddmontrer, nous expri- 
merons les coordonn^es de ses points en fonction de deux 
paramfetres particuliers. 

Soient C I’ar^te de rebroussement, M un point quelconque 
de la surface, MN la g^n^alrice qui y passe, N son point de 
contact avee C. 

Fig a3. 



Le point M sera ddfini si Ton donne Parc ON = <r comptd 
sur C a partir de Porigine des arcs, et ia longueur NM = I 
du segment 4 porter aur la gdndratrice. 

Calciilons la distance ds du point M au point voisin de 
coordonnees o* + <fcr, / -h dL 

Par N menons la parallele Np 4 N'M' et menons les 
droites NQ, M'p, MP perpendiculaires k cette droite, 
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On sail que Tangle MNP a pour valeur pnncipale kdu, 
k d^signant la courbure de C an point N. Ce sera une certaine 
fonction de I’arc, telle que f (cr). 

D’autre part, M'p est du second ordre par rapport k dv. 
Done MM' a la m^me valeur pnncipale que Mpi. 

Or, _ _^ ^ 

M(a = MP + Pp. , 

HP = MN sinMNPapour valeur pnncipale/y(o) d<s. D’autre 
part, 

Pp = PN —Np = /cosMNP —N'M'+N'Q 
= /(cosMNP - i) —N'Q. 

Mais on a au second ordre pr^s 

cosMNP = i, N'Q = </cr. 

Done 

P\L-=.dv-~-dl^ 

et finalement 

<&*= P<p*(cr) dcr* 4- {dv — dl)*. 

Or, on pent construire dans un plan une courbe dont 
I’^quatiOn intrinsique soil A±=s»(»). Sur une tangente 4 
cette courbe jnen4e par le point <r prenons une longneur 1. 
Nous obtiendrons un point M, correspondanl a M. 

Au point M' correspondra de m6me un point M', infiniment 
voisin de M,. Et la distance M, M' = sera donn^e ^videm- 
ment par la xn^me formule qup nous venons de trouver 
pour ds. Les deux surfaces sont done applicables Tune sur 
I’autre. 

S33. Cette demonstration demande* une legSre modification 
lorsque, Tareie de rebroussement se reduisant k un seul point, 
la developpable deg^nere en on c6ne. Dans ce cas, coupons 
le cAne par une sphere de rayon un ayant pour centre le 
sommet 0 du c6ne. Soil C la courbe d’inlersection. Un 
point M du c6ne sera d^tenuinA si Ton donne : i® la lon¬ 
gueur I de la gAn^ratrice OM; a® I’arc 7 de la courbe C. com- 
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pris enlre I'origine des arcs et le point N oii G est rencontree 
par OM« El Ton verra ais^ment qiie la distance d$ du point M 
do coordonntes /, ^ au point voisin M' de coordonn^es l+dl^ 
or + rf(y est donnde par la formule 

expression identique k celle du rfs® d’un plan rapportd k des 
coordonn^es polaires. 

Fig. a4* 





Enfin, si le jodne d<ig^nirait en un cjbndre, on rempla- 
cerait la sphere :pr^c4dcnte par un plan perpendiculaire aux 
generatrices. En prenant pour variables Fare <y de cette 
section droite et la longueur I k porter sur la generatrice, on 
aurait 

efe* zi: rfo** H- dPf 

expression du d$^ d’un plan rapporte a des coordonnees 
cartesiennes. 

534. Soil une courbe plane situee dans le plan des aaz et 
ajant pour equation 

u de$ignant Fabscisse et z Fordonnee d’un de ses points. 

Si cette courbe tourne autour de Fare des z et s-eifeve en 
meme temps d’une quantite proportionnelle k Fangle p de 
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notation, elle engendrera uae surface due hehco^de dpnt les 
Equations seroat 

^ = £«cosu, z'Tzfu^a^. 

Son ds^ sera 


= (I -f Z'*) -h 20/ rfw -K a*) 

Les surfaces de revolution sont un cas particulier des pre^ 
eddentes \ elles correspondent 4 I’kypothese a = o. 

Youl kUicoide est applicable sur tine surface de 
lution convenab lenient choisie. 

Pour dtablir cette proposition il nous faut montrcr qu^on 
peut remplacer », par de nouvelles variables e/i, qui 
reduisent le ds^ donn^ k la forme 


[i -h 9'*(a|)]rftfJ + 


Or, en compldtant le carre forme par les deux derniers termes 
de ds’^^ nous le mettrons sous la forme 




afdu Y, ( 


I *4- 


a* / 




Posons 



afdu 


«*<+- a*=: ttj. 


Gette expression devient , 

u\d9\-\’^ du\^ 

dtant une fonction de . Elle aura la forme requise si Ton 
determine la fonction f par la condition 


d’ou 





63o PREVllERB PARTIE. — CBiPITEB IT. 

^Zo,^Representations conformes. — Lorsque les deux 
surfaces S, S| consid^rees au n' 529 ne sout pas applicable' 
Vune sur raiitre^ on ne peut s^ttisfaire k la fois aux trois Equa¬ 
tions 

C = E, ^=:zF, g = G. 

Mais on peut dEterminer les fonciions ^ et ^ qui Etablissent 
la correspondance de telle sorte qu’on ait 

E - F - G • 

Si ces conditions sont satisfaites, la reprEseatation ainsi 
obtettue des points de S| par des points de S sera dite con^ 
forme. 

Une semblable representation n^altere pas les angles, car 
Pexpression donnde pour cosV (530) ne dEpend que des 
rapports des coefBcients E, F, G. 

La recherche des reprEsentations conformes d’une surface 
sur un plan constilue la probleme des cartes geographiques 

Connaissant une solution de ce probleme, on en dEduira 
une infinitE an la combinant avec les reprEsentations con- 
formes d'un plan sur lui-mEme. 

536. La recherche de celles-ci revient k dEterminer de 
toutes les manietres possibles des fonctions X, Y, K des coor- 
donnEes a:, y satisfaisant a la relation 

dX* -f. c? Y* = K (). 

Cette Equation peut s’ecrire ainsi 
(</X -4- idY){d%. — idY) idy){dx — idy). 

On j satisfait an posant 

dX ^ idY = (M -h N i){dx -i- idy)^ 
dX — idY=2(M — Ni)(<i2? — ^dy)^ 
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On a line autre solution en changeant le signe de Y. 

On devra done prendre pour X +• ^Y (ou pour X — lY) 
Cine fonetion (arbitraire) de la variable complexe x + iy el 
pour M + N/ sa derivde, 

537. Posons par exemple 




iY = 


ly 


On aura la solution 


k^{x — iY) 


d’oii 


x = 

k}X 

k'y 

• »J ■* " 


Y 

X X*-t-Y* — 


X~ 

J -TV * — 

X 



Cest la transformation par rayons vecteurs red- 
proques* 


538. Gberchons des representations conformes d’uHe 
sphere de rayon r sur un plan. 

Prenanl pour variables sur la sphere la longitude f et la 
colatitude 0, nous aurons 

jc = /* sin 5 cos <p, y = r sin S sin 9, -5 r cos S. 

On en deduit aisement 

c&=z=r*(rf0*-+- sin*0rf<p*)=:/'*sin*0 

Cette expression deviendra ^gale a }L{^dx^dy^) si Ton 
pose 

d’o6 

0 ? = log tangle, 7 = 9, 

avec 

K=:r*sin‘S. 

C’esl ia projection de Mercator. EUe fait correspondre 
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auim^ridieasct aux parables de la sphere des drones pa- 
rall^les aux axes coordonnes. 


539. On anra “oe nouvelle solution en posant, par 


exemple, 


X+.iY = «*-«y, 


d’oii 


X = e*cosy = tang^fl cos^, 
Y =r e* sin j'= tang 10 sin <p 


C’est la projection steriographique. 


IX. — Coordonn6es cumlignes. 

540. Soient, comme au n“ 153, x, y, s et t, u , v deux 
syst^mes de variables, li^es par les lelations 

^i) x=9i(«,«,p), «><')■ 

Supposons que, dans I’inldneur d’un certain domaine E . 
1 ® les functions Ojj ft admettent des d6riv6es parlielles 
continues, a® leurjacobien J n’esl pas nul; 3" k deux points 
(f, u, v) diff^rents correspondent deux points ix,y, z) dil- 
fdrents. 

Lorsque (t, u, o) ddcritle domaine E, (x, y, z) d^cnra un 
domaine oorrespondant E^, dans I’lntdrieur duquel «, o 
seront rdciproquement des fonctions de x, y, a, telies que 

(a) t-^i{x,y,z), « = v = s). 

An lieu de determiner la position d’un point de E' par ses 
coordonndes cart^siennes x, y, z, on peut le faire au moyen 
des nouvelles variables t, u v, car, les valeurs de celies-ci 
etant connues, on peut en ddduire .celles de x, y, 5, et rdci- 
proquement On donne a ces nouvelles coordonnees le iiom 
de coordonnees curvilignes. 

Les points pour lesquels t a une valeiir constaiite reprd- 
sentent une surface «) = to quo nous appeilerons. 
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pour abr^ger, la surface Cq, Eti faisant varier cette constante, 
on obtiendra une famille de surfaces. Les Equations 

« = = const,, = ® 3 {a?, y, 5) = const 


representeront deus^ autres families de surfaces. 

La valeur principale ds de la distance de deux points 
infiniment voisins {t, Uj t^) et (t + rf/, u + rf«, v -4- d^>) est 
donn^e (1S3) par la formtile 


(3) 

oii 


I 

ds^ = Ml dt* 4“ M* du^ 4“ Ms 4- 2 Ni da dv 

-h 4- aNsdfda, 



La valeur principale dV de I’dl^ment de volume compris 
entre les surfaces I, ^4-d^; «, a + da; est donn^e 

d’autre part (153) par la formule 

(4) dVc=|J|d^dadi^. 


541* En chaque point z passent une surface une 
surface u et une surface v. Les plans tangents i ces surfaces 
ont respectivement pour Equations 



x)-+- 


-Z) = 0, 


x) 4- 


-z) = o, 


X) 4- 


>^Z)z=:0. 

se couperont k angle droit si I’on a 




d<tf. 




1 -{fx 

dx 

dy dy dz dz 

= 0, 


I 


, dO, d^, d^t 


1 

dx 

dx 


= 0, 




^ d^ ^ ^ 



^ dx 

dx 

dy dy dz 

= o. 


( 5 ) 
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Si ces Equations sonl identiquement satisfaites, quels que 
soienta:,/, a, les surfaces des trois families se coupcronl 
partout A angle droit, et formeront ce qu’on nomme un s^s- 
time orthogonal. 

Dans ce cas, les expressions de cfs* et de dA , donnees ci- 
dessus, se simpliiieront. 

ConsidArons, en effet, I’^lAmeni de volume compns entre 
les six surfaces t, t + df, u-k-du', v, v + dv II se reduH 
sensiblement A un paralidl^pipede rectangle. Le carre cf.v» 
de sa diagonale sera donnA par la formule (3). Ceus de ses 
arAtes seront respectivement Mjrftd*, Mirfv*. Mais 

le carr^ de la diagonale doit 6tre ^gal A la sonune des carn'-s 
des trois ar4tes. Done on aura 

ds*—lAi dt *Ml d/«’4- Mj </«'* 
fit N,, JVa, Ns seront nuls. 

D’autre part, le volume du parall^ldpipAde sera le pro- 
duit de ses aretes; d’oii 

dW = \/W^MjAtdtdudv. 

Nous allons passer rapidement cn revue les sjstAmes de 
coordonn^es les plus usitds. 

Si% Coordonndes polairef. — Posons 

r sinXcosp, 

/ = rsinXsinp, 
z = rcosX. 

Les variables r, X, p se nomment les coordonn^es polaires 
du point s). 

Ajoutant les carrds de ces equations, il vient 

af*4-jd*4-a*=r*. 

Les surfaces r= const, sont done des spheres ajant I’on- 
gine pour centre. 
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On a, d’aulre part, 

Les surfaces \ = const, sont done des c6nes de revolution 
autour de Faxe des 

Enfin 

Z = tangfA. . 

Les surfaces p == const, sont done des plans passant par 
Faxe des z. 

Ces trois systemes de surfaces se coupent evidemment a 
angle droit. 

En faisant vaner /• de o i oo, de o tc, et jx de o ait, 
on obtiendra tous les points de Fespace, chacun une seule 
fois. (On doit excepter les points de Faxe des z pour les- 
quels p est md^termin^. A I’ongme, X est dgalement md^- 
lennm^.) 

On a 



-I sm*X cos*fA 4“ cos*X cos*/i. -h sin*p = i, 

iz: cos*Xcos*|jL 4 - r* cos*X 5in*p 4- r* sin*X = r*, 

=: r* sin*X sin^jx 4- r* sin*X cos^/x = r* siii*X 
et, par suite, 

df* = rfr* 4- r* rfX* 4* r* sm* X rfjx*, 
dV zz $m‘kdr dk rfjx- 

L’einploi des coordonn^es polaires est surtout avantageux 
dans les questions relatives i la sphere ou aux surfaces de 
oil! lion. 
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543. Coordonnees semi-^polaues — Pom les rylmdres 
droits, onomploie de pr^f^rence les coordonnees 
laires 

x^t COSfJt, 

y = rsinp, 

5 


Les surfaces z — const, representent ici des plans paral- 
Ities au plan des xy j les surfaces r = const des cylzndres 
r*, de revolution autour de Taxe des js, les sur¬ 


X 


faces [As=: const., des plans ^=: tang qui passent par cel 

axe. Ces surfaces se coupent k angle droit, et Ton ohtiendra 
tons les points de I’cspace, une fois cliacun, en faisanl warier 
r de o a oc, p de o a ait, js de —oo a 4-oo (sauf pour Taie 
des z^ ou p est ind^termin4). 

On a ici 


M, =: cos*p sin*p =r f, 

M, = r* sin^p H- r* cos*jji == r®, 

M3 = I, 


et, par suite, 


rfi* ~ rfr* 4" / ® dp* H- rfs*, 
dV z=zr dr dyLdz. 


544. Coordonnies elliptiques. — Les surfaces 

X* Y* Z» 

A-^-X bTX c-i-X 


oil X est un param^tre variable, forment un sysi^me de sur¬ 
faces homo/ocales du second degr4. 

Par chaque point a;, y, z de I’espace passent trois surfaces 
du systfeme, dontles parametres seront les racines de I’dqua- 
don 



iroitiiine degrd en X. 
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54o. Cette equation a ses Uois } acmes reelles, et res- 
pectivemenl comprises entre -- k. et — entre — ^ et 
— C, entre — C 4- oo (en supposant, pour fixerles id^es, 
qu*on ait A > B > C). 

En eflPet, poisons X = — A -f- s, t ^tant une quantity posi¬ 
tive infiniment petite; le premier membre de T^quation de- 
viendra 

a?* 

7'^B-Ah-«'^C~A+-e~'‘ 


Le premier terme — est positif el infimment grand. II 

Temportera sur lea autres, qui spat finis* Le r^suliat de la 
substitution sera done positif. 

Si Ton posait X = — B — e, le premier membre de I’6qua- 
tton deviendrait 

, -s* 

A-B —— 

y* . . . 

el serail ndgatif, le second teriiie qui est n^gatif et in- 

fini, I’emjportant sur tons les autres. 

Done, le premier membre de I’^uation change de signe 
entre 7. = — A-t-c et)^^ — B — e. Or, il est ^videmment 
continu dans cet intervalie. Done, il s’annulera entre ces 
limites. 

On voit, de m4me, que Ov = — B + e donnera un r^sultat 
positif; X = —C —e un r^sultat n^gatif. Done, il y a une 
seconde racine r^elle dans cet mtervalle. 

Enlin, X = — C + e donne un. r^sultat positif; X = -+- oc 
un r^sultat n^gatif. Done, il y a une troisi^me racine r^elle, 
sup^rieure & — C. 

Lorsque X est < — A, A+ X, B +X, C-1-X^tantn4gatifs, 
la surface repr^sentde par I’^quation (i6) sera imaginaire. 

Si X> — A et< — B, A + X ^tant positif et B + X, 
C + X n^gatifs, la surface sera un hyperboloide k deui 
nappes. 
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Si X> — B < — C, ce sera un hyperboloide a ime nappe 
Enfin, si X >C, cc sera un ellipsoide 
Done, en chctquepoint de Vespace se aonent trois sia- 
faces du systime,d$a^oir : un hyperboloide a une nappe, 
un hyperboloide d deux nappes et un ellipsoide. 

546. Ces surfaces se coupent d angle droit — Soient, 
en efTet, 

X* Y* Z* _ 

A-t-X, B+)i, C + X, 

X‘ Z’ _ 

A -i-X, B + X, C-hXj 

deux de ces surfaces qui se coupentau point (:r, >% z). Leurs 
plans tangents ayant rcspectivement pour coefficients 

X y z 

A-+-X,’ B + l,’ CT>T’ 

X y z 

m;* 5Ti^’ 

la condition de I’orthogonalit^ sera 

ln\ ^ _ t . . 

(A-hX,>(A-hX,) (B+X,)(B+X,) " ®- 

Or cette Equation s’obtient imm^diatement en retranchant 
I’une de I’autre les deux Equations 

X* y^ 

a?* 3^* 

A + if B -}- Xj C -h Xj * 

et suppnmant le facteur comitiun \ 

Ml. Prenons maintenant pour nouvelles coordonndes 
d’un point {x, y, s) les trois racines X,, X*, Xj de l’dqua> 
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tion (6V Elies seront h^es a a:, z par les relations 


53g 


A +X, 


~h 

C + X. 


y* 



AXj 

B Xf 

“T* 

C - 4 “ X2 

j?* 

.1 . ■+■ 

v» 

TO ; T 

-f- 

^ 


Des deux premieres, on deduit, par I’dimination dc 
/C-hA* /C-4-^S ^ -i 

ou, en r^duisant et snpprimantle facteur commun X2*--X|, 


A-C , B-C 

(A-H X,) (A H-Xj) (B ■+Xj) (B-+-Xj) 


: I. 


On trouvera, de rn^me, 


A-^C , B^C 

(A-h Xi) (A-hX|) (^B 4- Xj) (6 4 - ^i)*^ 


^limmonsy*, il viendra 


A —— C/B-f-Xj B-4 -Xj\ 

A 4- Xj \ A •+• Xj A -H X2/ 

/ 


ar* = X, — X, 


ou, en r^duisant et supprimant le facteur X3 — la, 

(A-C)(A-B) 

(A + Xi)(A 4 - Xi) (A -4- Xj) * 
■..„ (A + X,)(A + X,)(A-t-XO 
■* - (A-B)(A-C) 


On trouvera, de m^me, 

v»— -f-Xt)<B4~X,^(B-4-X,) 

y _ (B_A)(B-C) ’ 

*_(C-f-Xi){C + X,){C4-X,) 

* — (€ —A)(G —B) 
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Le& coordonn^es z n’etant d^lermmees que par leurs 
carr^s, a chaque systeme de valeurs de )v<, A 2 , >*3 correspon- 
dpont huit points, dont un soul situ^ dans le tncdre dos coor~ 
donn^es positives. 

548. Pour calculer r^Mment de Fare ds en fonction de 
X 2 , X 3 , prenons les d^riv^es logarithmiques des deux mem- 
bres des Equations pr^c^denies Ilviendra 

dx 
2 — 

X 


2 -^ 

dz 


A 4- Xi 

4 - 


A + ?., 

_ rfX, 

-U 

ca, 

dli 

B 4 " 


B 4- Xj 

B 4 - ).s 

II 

J ** 

4 - 

d’Xv 

rf). 


d’ou 


dx^ 4 - ofy* +■ dz^ 


/ 


dkz 

\A 4 - Xj 


A + \ 

/ dXt 


dl. 

\B 4- X, 

1 , 

B 4” Xj 

dXi 

1 >-» n 

4 -.-^. + 

dkz 

w'.""'r'" 


J 

-J 


+ idXI 
■hidXl 


a?* r* 

J* 

.(A + Xj)* (fe + XV)* 

(C 4^ X^)* 


s* 

L(a+x,)«^(64-x,)* 

(<i ■+-?,)*] 

•P* V* 

5* * 

L(A4-X,)* (B + X,)^'^ 

'~{C^Xy 


Les aulres lermes se d^truiront en veriu de P^quation { 7 ) 
et de ses analogues. 


349. Resie a calculer la somme 

I r 

4 j_{A + 

et ses analogues. 




—1 
+■ X, )’J 
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Substituant les valeurs de cette somme devient 

I r (A-h X5) (A-H X3) (B- 4 -ij) (B-hXs) 

4L{A^B)(A-~.C)(A-t-XO (B-A)(B~:C)(B-+-X,) 

. (C4"Xt)(C-f-Xt) "1^ 

^~A)(C--B)(C + XoJ’ 

elle est egale a 

i (^1 — ^>) (^1— 

4 ( A - 4 - Xj) (B -h Xj) (C 4- it) 

On pent le verifier imm^diatement en appliquant k cetie 
derm^re expression, consid^r^e comme fraction rationnelle 
en )^i, la rSgle connue pour la decomposition en fractions 
simples. 

Done, en designant par M 1 cette fraction et par M 3 
deux fractions analogues qu^on obtiendrait en permutant cir-^ 
culairement Xf, Xa, X 3 , on aura 

(8) ^^ = MiefXj4-M,(iX»4-M|dXJ, 

dV =z \/M, MsMs dX, dXj dXs. 


5S0. Th^;oreme de Dopin. — Si trois systemes de sur^ 
faces 

;;) zz const., const., = const, 

forment un sysCeme orthogonal, elles se coupent muiueU 
lement suimni tears lignes de courbure. 


SoientF(^,y, z) — c= o, <b{x^y^ z) — = o deux sur¬ 

faces quelconques pnses dans les deux premiers systfemes. 
Prenons pour origine des coordonnees un point quelconque 
de leur intersection; pour plans coordonnes les plans tan¬ 
gents k ces surfaces et k la surface W{x, y^ z) — 02 == o du, 
troisidme systfeme qui les croise en ce point. 

Le plan des xy ^tant tangent k la surface F — c, on aura, 
pour JT = o, y' =■ o, 5 = 0 , 

dF dF 


dx 


dy 
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On aufa, d^niilcurs, ^ ^O) sinon I’ong^ine serait un po^nt 

singalicr sur la surface F — c, hypothese que nous excluons 
Le plan des yjs 4taiit tangent a la surface 4> — c,, on aura, 
de m^me, pour ^ ^ = o, 



mais 


dos 


> 

< 


o 


Eiifin le plan des zx 4tant tangent 
on aura, toujours pour x — y = z — o, 


dz 


= 0 , 


dx 


a la surface T — c*, 



Cela posd, les trois systemes ^tanl orthogonau*, on aura 
identiquement 

dF ^ ^ ^ ^ ^ — 

<te dx dy dy *"*” dz dz ~ 

dx dx dy dy dz dz ~ 

dx dx ^ dy dy dz dz ^ 

Prenons la d^riv 6 e de la premiere Equation par rapport 
iy; il viendra 

d*F ^ dF d*0 

dx dy dx dx dxdy dy'* dy 

^ d*® ^ dF d»4> _ 

dy Hy^ dzdy dz dz dzdy~~^ 

» • j j , » dF dF <?♦ d<t> , 

A lortgme des coordonnees, ou , ■—-» —- s an- 

’ dx dy dy dz 
nqlent, cette Equation se r4dmt k 

d*W d* dF d*<fr 
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Preaant de ineme la denvee de la deuxieme equation par 
rapport k z, celle de la troisieme par rapport k et faisant 
ensuite x = y = z = on trouvera Ics deux Equations ana¬ 
logues 

dW ^ d*W _ 
dy dz Ify ^ dx dx dz “ 

dzdx dz dy dydx 


Ges trois Equations, lm4aires et homogenes en - > 

Xftontrent que ces quantiles s’annulent, car ie 

dF dM[^ 

determinant de ces equations, etant egal e 
est^o. 

On aura done, a I’origine des coordonnees, non seulement 

„ dF dF d*F 

r — cs= o, -T- = o, -^ = o, mais encore t— r- = o- 
' ax ' dy dx dy 

Ceia pose, soient, pour abreger, A, B, G, .. les valeurs 
pour I’erigine. La serie de Mac- 

' 'V 

aurin donnera 


I ^ 1 ^ 1 d»F 
* ds ’ a dj;*’ a dy^ ’ 


d'ou 


0 = F — c = A.S + BvC’+ . , 



Ce developpement ne conlenant pas> de terme en xy, les 
plans coordonads seront les sections principales de la sur¬ 
face F — c. Done, I’aie des y, qui est tangent k I’intersec- 
lion des deux surfaces F — c, ♦ — c,, sera en meme temps 
tangent k I’une des sectioos principales. 

Mais I’origine est an point quelconque de I’mtersection 
des deux surfaces F — c et ^ ; cetie courbe sera done 

tangente en ebaque point k Tune des sections principales, ce 
qui est Tune des propridtds caraetdristiques de la ligne de 
courbure. 
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S51. CouoLi:.AiKE. — Les hgnes de courbure d^une qua^ 
drique sent se$ intersections avec les quadriques honiofo- 
coles. 

Car les elUpsoides et ies hjperboloides homofocaux a la 
quadrique consid^r^e fbrment un syst^me orthogonal. 
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CHAPITRE V, 

GOURBES PLANES ALG^IBRIQUES 


L — Coordonnees homogSnes. 


552. Consideroiis un plan dont les points soient caract^- 
ris^s par deux coordonnees cartesiennes X, Y. Si noussup- 
posons que Tune des deux coordonnees X, Y, ou toutes 
deux a la fois, croissent indefinimenl, de telle sorte que Fun 

Y X 

au moms des deux rapports ^ ^^^^de vers une limite finie 

eldeterminee, nous conviendrons de dire quele point (X,Y) 
tend vers un point detennme, defini par cette hmite, lequel 
point est situe a rmfini, et sera regards comme appartenant 
au plan. 

Posons 


(0 



¥ = 


y 

z 


i 


X, jK? ^ ^tant trois nouvelles variables, assujetties a la condi** 
tion de rester finies et de ne pas s’annuler a la lots. Achaque 
point du plan (complete par Tadjonction des points a I’m- 
fini) correspond un sj'steme de valeurs d^terinia<$ pour les 
rapports mutiiels <le s, et reciproquement. 

Soil F (X, Y) = o IVqualion d’une courbc d’ordre n. Ilem- 
pla^ant X, Y par leurs valeurs (i) el chassant les d^nomina- 
teurs, it viendra 

o — 3 ), 

/^tant un polynome homogcme de degrd n, 

J - L 
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En particiilier, une hgne droite sera represent^e par 1 equa¬ 
tion g^nerale du premier degr^ 

ux i>y -h "=^ 0 , 

Les points k I’infini sont donnes par I’^quation 


qui est un cas particulier de celle-la. Le lieu de ces points 
peut done 6tre assimil^ k une droite 


S53. Posons 


^ 4- /XY] 4- vf, 

y=V^ 4-fx'Y) 4-v't, 
JS =rX^^-hfx^t5 H- 

•jj ^ o 

‘■-t, "-r 


5, T,, E, H ^tant de nouvelles variables, et X, [ji, v, .. des 
COQStantes dont le determinant D ne soit pas nul Soieat L, 
M, N, ... les mineurs de D; ces equations, resolues par rap¬ 
port 4 Ti, donneront 

! j. Lar-(- 1 / 7 '-+-1/*; 

^ -, 

_ Ma:+M'y + M'’a 
D ’ 

„ Na:-i-N'y+ra 


et X, jy seront lies 4 S, H par les relations 
iv__ XS4-w^^+v X'Sh 


Xj,4-pH-<-v V _ ^'S-+-|x'H4-v' 
X'S-t-p^H-h/’ X“S + p"!!i 


LX- 1 -L'Y-f.iy 
“""NX + N'Y-vN’'’ 


MX-t-M'Y + M* 
JNX-HN'Y-f-N' ■ 


Ces equations, qui definissenl sans ainbij:uite les rapports 
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mutuels de ri, exifonction deceux de^,/, z etrecipio- 
quement, peuvent ^tre interpret^es de deux manieres : 

1 ° On peut considdrer x, y, z et S, ^ comme deux 
systemes de coordonnies (kfierents repr^sentant un m^me 
point. Dans ce cas, 5 repr^sente, a un facteur constant, pres, 
la distance de ce point a la droite 

0 = 4=: Ljt 4- =ij(LX -+- L^Y 4- L"), 

et de m^me pour el Le point esl ainsi caractense par 
les rapports de ses distances aux trois droites' 5 = o, to = o, 
^ = o. Ces droites forment un triangle qu’on nolnme triangle 
de leference ; 5, ^ seront des coordannees triliniaires. 

La courbe/= o, rapport^e a ces nouvelles coordonn6es, 
aura pour Equation 

/(X^4-Pt0 4-< . , . ) = 0, 

donl le premier membre est encore homogtee etde degr6 n, 
2 ® Considdrons au contraire 5? K comma des coordon- 
n^es de mfime nature que oo^y^z A chaque point (a?,/, z), 
les Equations (a) feront correspondre un autre point (5, ifi, Q 
g^neralement different, et qu’on nomme son transforme 
homographique^ La courbe f{x^y^ z) = o aura pour trans- 
form^e la courbe 

/(^4-f^t] 4-v?, ) = o. 

En parliculier, la droite k I’infini z = o aura pour trans- 
form6e la droite 

X^^4-p.'^n4-v'^C = o, 

et la droite 

mtB. pour transform^e la droite a Tinfini = o. 

5S4. Soil (X, Y) un point du plan, situ^ k distance finie, 
ainsi que son transform^ homographique (E, H); on aura, 
d’aprSs cette hypothese, 

VE + ft"H4-v"^o, NX4-N'Y4 .N"^o* 
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Soient (X|,Y|) et (X,-|-AX|, Y^-f-AY^) deux points 
u|uelconques infimment voisms de (X, Y); (S|, H^ ) et 
(Si +ASi ,Hi -hAHi ) leurs transformes; I’ecart | AX^ | ~r jA| 
des deux premiers points sera du m4me ordre de grandeur 
que Fecart | AS| | + | AH| j de leurs transforines. 

On a, en effet, 

X(SiA ai )-!»'p.( Hj-4-AHi) H-V / At Hj ■+” V 

= PASi4-QAHi, 

P et Q tendant vers des limites finies lorsque AH, el AHi 
tendent vers z^ro. On aura done 

|AXJ = lP|lASil + lQl|AH,|5R[lASi|^|Ani|], 

R ^tant une quantite finie. 

On trouvera, pour | AY^ j, nne liinite analogue. Done le rap¬ 
port de |AXi|4-lAYil a | AE^ (-f-j AH, | ne peut surpasscr 
ua nombre fixe. Et comme on peut faire le m^me raisimne- 
ment sur son inverse, on voit que l?s deux dcarts considtTes 
sont du m4me ordre de grandeur. 

II rdsnlte evidemment de 14 que, si deux courbes F = o, 
F, = o ont un contact £ordre m au point {X, Y), leurs 
transformees $ = o, <&, = o auront le mime contact au 
point (E, H). 

Nous avons admis, dans la demonstration, que (\, Y) 
et (B, H) dtaient tous deux a distance finie. Mais le contact 
de deux courbes en un point a I’lnfini n’a 4te, jusqu’4 pre¬ 
sent, I’objet d’aucune definition. Nous dirons done que deux 
courbes ont un contact d’ordre m en un semblable point 
lorsque, ce point dtent ramend 4 distance finie par une trans¬ 
formation bomographique, les courbes transformdes ont un 
Contact de cet ordre. Cette convention permettra d'dnoncer 
le tbdordme sans restriction. 

85S. Covariants. — Soit 

/(a?, JK,«) = 2aci^.fX»y?zy, 
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un polynome homogene de degre /i, dont les coefficients 
soient des constantes indeterminees. Par la transformation 
homographique ( 2 ), nous obtiendrons imnou\eau polynome 

/(X| 4-fA/J •+■ V4, . , ) = (p( 5 , TQ, ~ 

dem^me degre, et dont les coefficients Aapy seront des fonc- 
tions lin^aires des Gfapy. 

Cela pose, soit P {x^y^ ) nn polynome en- 

tier et homogene en y, z d’une part, el par rapport aux 
coefficients d’autre part. Si, en substituant pour 5, t), 
leurs valeurs (3) en x^y^ z et pour A^py, . . leurs valeurs 
en aotpy, . on a identiquement 

(5) P(5>Y),C, . , Aapy, ...)z=MP(^,/, 5, . .,«a0yi •)^ 

M d^signant un facteur convenable, on dira que P est un 
co^ariant de /. Ce sera un invariant si y^ z n’y figurent 
pas. 

II est ais^ de determiner la nature du facteur M. En effet, 
le premier membre de I’equation (5) estdu m^me degr^ que 
P . , czapy? • • )? tant par rapport aux variables x, 

y, z que par rapport aux coefficients aa^y Le quotient M 
sera done une fonction de X, p, v, ,. seulement, laquelle 

sera d’ailleurs ralionnelle et de la forme Q d^signant 

un polynome entier. 

En apphquant, d’autre part, aux fonctions cp (5, /j, Q et 
P /i, * 01** transformation homographique (3) 

inverse de la precedeute, on reviendrail ^videmment la 
fonction primitive f{x, jK? «) et la condition d’lnvanance 
donnerait 

(6) P(»'3^\yji ■<•'7 1 ^OL^yi *• ) - MiP(^7'^iCj •• ^ Aojj^y, . )j 

le facteur Mi = ^ se d^duisant de M par le changement de 

. L L' • 

A, p, V, •.« en ijj ? -g' > ’g* ? • • • • 
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La comparaison des equations (5) et (6) donne-^ 


irnMM, 


_ QQ. 

DPD? 


= QQu 


car les determinants D, D| sont reciproques. D’ailleurs, L, 

L", . ,, D sont des fonctions emigres de X, p, v, ^ done 

L JJ R 

Qi, qui est entier en de ia iorme 

R elant un poljnome entier en X, p, v, . Done, pour que 
I’on ait QQ^ = i, il faudra que Q divise et, [)ai suite, se 
rdduise a une puissance de D. Done, enfin, M sera une puis¬ 
sance de D, positive on negative, telle que D^. 

Pour determiner I’exposant A*, consideions la transforma¬ 
tion particuliere 

( 7 ) z 

pour laquelle D = X*. 

Lafonction/ ^tant de degre/t, cette substitution multi- 
pliera tons les coefficients par X". On aura done, si P cst de 
degr^ m par rapport aux variables et de degre p par rappoi t 
aux coefficients, 

P(|l Si 1 AgtpVj j 

et, par suite, 

, _ — np 


Ce nombre doit ^tre entier; s’ll ne T^tait pas, il faudrait 
en conclure Fimpossibilite de Pexistence d'un covariant P 
de PespSce siippos^e 


656. Les covariants satisfont un systerne d equations 
difierentielles qu’il est aise de former, 

Faisons, en efTet, la transformation particuliere de deter¬ 
minant I I 


( 8 ) 


^ ^ + sTi, / = n, 
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^ ^ £ J, 


n —y. 


/(? 4- Bfl, Y3, C) ~ laapyd 4- 

ou, en developpant et n^gligeant le carr^ de Tinfimment 
petit £, 

/(£ 4- erj, 0, ?} 

Changeons, daijs la seconde somme, a en a 4 -1 et § en p — i 
et r^unissons-la k la premiere : il viendra 

/(I 4- 6Y}, Y), C) = 2[aapY4- £(a 4^ Oaa^-i, 

et, par suite, 

Aoepy = aapr^- + 0«3fa+i, p-i,Y 

(le second terme n’existant pas si ^ = o). 

Cela pos^j r^quation (5) se r^duira, dans ce cas particu- 
lier, k 

P(j? —• ) 

OU, en developpant suivant les puissances de e, negligeant 
encore son carte et supprinaant le facteur e, 

dP ,, , dP 

-y:^ + i(« ^=o, 

la sommation s’etendant k toutes les valeurs des indices 
pour lesquelles a4-^4-y=j:/i et P>o, 

En permulant les variables z et en meme temps les 
indices a, y, ou obtiendra cinq aulres equations ana¬ 
logues, expnmant que la condition de covariance est satis- 
faite pour chacune des substitutions particulieres 

j j- = ^4-£C, y = 5=:?, 

= y = yj4-e|, ;5 = C, 

(9) < = jr = Y}4-£C, 5 = ?, 

i,r=:£, /-Y 3 , 

I u? = ^, y = ^Z=C4-81Q. 
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Reciproquement, tout polynonie homogene qui salisfait a ce 
systeme d’eqiiations diflerentielles est unco\ariant Eneflel, 
en vertu de Thomogeneite, "il satisfait a la condition de co¬ 
variance pour la substitution ( 7 ), et Ton pent s’assuiei aise- 
ment que toute substitution Iiomographique s obtient par la 
combinaison de substitutions successives des espcces i 7 u 
( 8 ), (9)- 

557. Pour mettre en lumiere I’importance de la notion des 
covariants, nousremarquerons qu’une propnete particuhere 
de la courbe 

o —fi 

est generalement caract^risee par une on plusieurs xclatioiiN 
entre ses coefficients. 

Admettons qu’une certaine propriete soil representcc par 
un systeme d’^quations. 

Cj Cgin zn O, 

les c etant les coefficients d’un covariant P. Cette propriete 
serd commune a toutes les^ transforin^es homographiqiies 
de/. 

Soit, en effet, 

Tune de ces transform^es ; on a identiquement, par Inpo- 
th^se, 

et, en vertu de I’^quation ( 6 ), on aura de m^ine identiqur* 
ment 

> AfliPy, ) =: 0 

Ces propri^t^s communes a une courbe et a transfor- 
mees se nommeai p/oprieies projectiles. On appelle pro*- 
priitis metriqiies celles qui sont au contraire alter('*es par 
une transformation homograpbique. 
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Nous aliens passer en revue quelques-uns des covariants 
les plus simples. 


S58. Discriminant — II est g^n^ralement impossible de 
determiner les rapports de z de maniere a satisfaire 

simultanement aux trois equations 


da. 


= 0 , 




o. 


L’elimination de ces rapports donnera, en effet, une equa¬ 
tion de condition 

A = o. 


Le polynome A se nomme le discriminant de/. G'est un 
invariant. Soit, en effet, 

(lO) /(X£-+-fXY)-H vC, . , )=:cp(£,y},0 


une transformee homographique de /, et soit A| son discri¬ 
minant La condition necessaire et suffisanle pour qu’on 

puisse annuler simultanement les derivees partielles 




sera A| = o 


Mais, si nous prenons les d4nvees partielles de Fequa- 
tion (loj par rapport a Tj, il viendra 


} 




('*) 


iL 

da; 


Of 


ax or 


Of 

To 


^ d= 


Oi’ 

d(p 

Tn 


dz mz* 


Si done on peut annuler a la fois pourr^a 

annuler \ la fois^y ^9 et reciproquement Done les 
deux equations A = oetA|==o sont equivalentes, el A, Aj 
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lie peuvent differer que par unfacleui independant des coef¬ 
ficients de /. 

559. ffessien. — On appelle kessien de / le deterimnant 


H = 


il 

d*/ 

JIL 

dx^ 

dxdy 

dxdz 

dV 

ill 

dV 

dydx 

df 

d/dr 

ov 

dV 

dV 

dzdx 

dzdy 

dr* 


Ce n’est antre chose que lejacobien des lonctions 

et H = o expnme, conime on sait, la condition 
n^cessaire et suffisante pour qu’il existe une relation Iineaire 
entre 

ax Of dz 

Soil H| le hessien de ; H| ==o sera la condition pour 
qu’il existe une relation Iineaire entre les diflf^rentielles de 

Mais les equations ( 11 ) diff^renti^es peraietleiil 

^ 'If 

d’expnmer lineairement ces dilFerentielles pai celles de 

^9 et r^ciproquement Si done il y a une relation entre 

ces dernieres diff^rentielles, il y en aura une entre les pre¬ 
mieres, et r^ciproquement. Les Equations H==o, Hi=o 
sont done ^quivalentes et ne peuvent ddF(5rer que par un 
facteur independant des coefficients. 

Le hessien est done iin covariant. 


560. Polaires, — Soient x^ jy, z et x\ y, s' deux series 
de variables, assujetties 4 une m^me substitution homogra- 
phique 

1 + 
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5o5 


On aura ^videmmeiil 

a;-H a' = ^(^ + ?')+■ |A(t3 + n') + v(C H- C'), 

Cela posd, soil f{x,y, z) un polynome qui, par la substi¬ 
tution ci-dessiis, se rliange en 

TTi, $)l 


f{x+x',y-\-y \ 3 -1-^') se changera eAidemmenl en 

D^veloppant les deu\ membres de l’dgalit6 

f{,x-^x',y+y\z -f-V) = ip(^ n-t- fl'. ? + S') 
suivant la s^ne de Taylor, il viendra 








d ,dy 

dy'^'' dz) 


I .a 


£ 


I ^ ri^\ 




1 2 


/+ 


? + 


^galit^ qui deviendra identique si I’on y remplace x, /, 3, 
ar',y, «' par leurs valeurs (la). En ^galant sdparement les 
termes d’un mime degr^ m par rapport It f\', C, U viendra 



Done I’expression 



est un covariant de/, pourvu que a/,y, z' y soient soumis 
It la mime transformation homographique que x,y, z. 

Ce covariant se nomme la polaire de/par rapport 
an point (a', z'). 
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S61, Points simples et points multiples. — Soil 


requation en coordonn^es trihn^aires d’une courbe d’ordre 
n ; et soil (^, z) un de ses points. Cherchons son oidre de 
multiplicity. 

Une droite menee par ce point et par un autre point arbi- 
traire (a, 5, c) est yvidemment representee par Tequation 


x' 00 a 

y y ^ 

z' s c 



ou par le systeme Equivalent 

I x'=:xt -h as, 
y'—yl-i-bs, 

Z^ z= St -i- CS, 


'x'; Etant les coordonnEes couranles et t, s deux para- 
mEtres, dontle rapport caractErise les points de la droite. 

Les valeurs de ce rapport y pour les points d’intersection 

de la droite avec la courbe, seront donnEes par Tequation 


4) 


o=:/{xt-{-as,yt-h bs, zt-^cs) 

= j, z) + c fj + • 


1.2 . m ^ 


' dx 


Oy 


d 


P®® ^ n’aura, en 

g^n^ral, qu’une racine nulle, le point sera simple 
La racine niille sera double si a, b, c sont determines d<‘ 
telle sorte qu’on ait 
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Substituons, dans cette equation, les valeurs de as, bs, cs 
tiroes des formules (i3) et remarquons que Ton a, d^apres 
une propri^t^ connue des fonctions homog^nes, 


df Of 

ox dy 


M 

dz 


nf—o, 


il viendra, pour Tequalion de la tangente, 


X' 


dx 


^ (Jj- - 


.,df_ 


o. 


Supposons, au contraire, que f et toutes ses derivees 
successives, jusqu’arordre/72— i mclusivement, s’annulent. 
L’equation (i4) aura m racmes nulles et le point {x, y, z) 
sera multiple d'ordre m. 

On aura plus de m racines nulles si a, 6, c sont choisis de 
telle sorte qu’on ait 


gm 





/=ro 


Cette Equation, jointe aux Equations (i3), caracterise les 
tangentes au point multiple II est aise d’cliinmer les quan- 
tites auxiliaires b, c Nous venons de voir en effet que, 
/etant homogene et s’annulant au point {x, y, z), on a 


,(» 


Ox ay 



— x' — v' - —I- 

Ox ' dy 


tL 

dy 


Celle nouvclle fonclion (Slant elle-m^me homogdne eii x,y, 
s et s’aimulant au point x, y, on aura, par la repetition 
de la m^nie opdralion, 
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Le faisceiiu des tangentes cherch^es aura done pour Equa¬ 
tion 

:) /=» 


(i5) 




d , d ^ , d 


Le premier membre de cette Equation est im covanant. 
Pour v&ifier qu’il se decompose en un produit de facteurs 
lin^aires, nous pourrons supposer qu’on ait pns le point 
(^j Xi sommets du triangle de reference; on 

aura, dans ce casparliculier, ^^=04 o, et P^quation ( 1 5) 
se r^duira a 

car toutes celles des dEnvEes d’ordre m ou figure une dEriva- 

tion par rapport k js sont nulles. Soil, en eiFet, 

Pune d’elles; e’est la dEnvEe par rapport 4 s de la dErivEe 
d’ordre m — i 

d^«d)PdsT-‘’ 

Jaquelle estbomogene de degrE n — wz-)-i et s’annule pour 
m=y—o. On aura done I’ldentitE 


dl 


dl dl 


x-z —I-r-T- +■ A-,- 

ax '' ay as 
. dl 


; (rt — /»■+ i)I, 


qui se rEduira a = o au point ar=o,y = o. 


S 68 . Points d’inflexion, — Ce sont, par dEfinition, le* 
points simples oit la tangente a avec la courbe an contact 
d’ordre supEneur au premier. Si done (a?, %) est «n de 

ces points et qu’on choisissele point (a, b.^ c) d’une inaniEre 
quelconque sur la tangente, I’Equation (i 4 ) devra admettre 
trois racines nulles; on aura done non seulement 
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mats encore 


1 

2 
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Cette derniere Equation devant ^tre une consequence de 
la precedente, sou premier membre, qui est un poljnome 
du second degre en a, i, c, se decomposera en un produit 
de deux facteurs, dpnt Pun sera preciseiiient 


a 


dx 




La condition pour qu’une decomposition en deux facteurs 
soit possible est, comncte on sail, que le determinant de cette 
forme quadratique 


LI 

dy 

dy 

da?* 

dxdy 

dx dz 

dy 

dy 

dy 

dy dx 

dj* 

dy dz 

dy 

dy 

dy 

dz dx 

dz dy 

dz* 


soil egal a zero. 

Reciproquemenl, si H = o, on aura affaire a un point 
d’inflexion. On pourra, en effet, determiner trois nombres 
a, c de telle sorte qu’on ait 


a 

a 

a 


dx^ 

dydx 

JIL 

dz dx 


-4- b 


JIL. 

dxdy 

d^f 

Of 

,J1L 

dzdr 


• 4 " € 


JIL 

dxdz 

JIL 

Oyds 

LI 

ds^ 


= 0, 

= 0, 

= o. 


Ajoataat ces equations respectivemenl inultipli^es par 
et tenant compte de I’homog^n^itd de 


1 «■ 
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1^) il viendra 
ox oy <?3 


df .df df ^ 

+ h-f- -hc^=:o. 
ax oy dz 


Le point (a, c) est done sur la langente 

D’autre part, les m^mes Equations, mulupli«5es para, c. 
et ajout^es ensemble, donnent 


(4 




La tangente a done un contact du second ordre avec la 
courbe, 

Les points d’mflexioD seront done les points d’mtersccljon 
de la courbe ./'==o avec sa hessienne 11 = 0 Cette der- 
mere courbe ^tant d^ordre 3{n — 2 ), on aura, en general, 
Zn(n — 2 ) points d^inflexion. 

Ce nombre s'abaisse dans le cas particuher ou la courbe 
f=zo a d‘es points multiples. En effet, on a, en chacun de 
ces points, 

^ = 0 

dy ' dz 




ou, a cause de rhomogdnditd, 


X 


X 


dV 

dx* 

dv 




JLL 

dx df 


dV 


d^f 

-O- y —A- 

dydx ^ dy^ 


X 


dz dj> 




dv 


dzdjr 


dx dz 

- 

^ dy dz 
jPf 
" dz^ 


:0, 


= 0 , 


et, comme z ne §ont pas mils a la fois, le determinant 
H de ces Equations doit ^tre nul. 

Les points multiples de/figurent done, chacun avec un 
certain ordre de muliiplicite, parmi les intersections de/et 
de H. Mais ce ne sont pas des points d’inflexion, d’aprei> la 
definition de ceux-ci, qui doivent 4tre des points simples 
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o63. Clause — On nomme classe d’une courbe / le 
nombre v des tangentes qu’on pent lui mener par un point 
arbitraire (a?', 

Soit {x^ z) lo point de contact d’une de ces tangentes, 
on aura 


et la tangente en ce point passant par (x', y', z^) 


(*7) 


ox ‘ dy dz 


Les deux cQurbes (i 6 ) et ( 17 ), de degr^s n et n — i, se 
coupent en n{n — i) points On a done, en general, 

V = n{n — i). 


Toutefois, si la courbe / a des points multiples, leurs 
coordonn^es satisferont identiquement aux deux Equations 
ci-des5us, quels que soient a?', La droite qui joint un 

de ces points multiples au point arbitraire y, z^), bien 
que coupant la courbe en deux points coincidents, n’est 
pourtant pas une tangente au sens propre de ce mot On 
devra done, dans revaluation de la classe, supprimer ces 
solutions etrangeres. 


S64. Coordonnees tangentielles, — L’^quation g(5n^rale 
d’une droite est de la forme 


ux iy ivzzzo 

Les coeflicientb //, w (ou pliUot leurs rapports) se nom- 
mentles coordonnees tangentielles de la droite. 

Les diverses droites qui passent par un point (^, 6 , c) 
satjsfonl a lV*quation 

U(i 4- t t* irr zr: 0, 

qu’<m pent considerer comme repr^sentant ce point. 

Plus gen<5ralement, les drones qui .satisfont a une cVjua- 
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Hon homogene el dc degre v en a. ti- 

F{u, w) = 0 

enveloppent une courbe, dont nous dirons que I equation 
pr^c^dente est Vequation tangentielle, 

Cette courbe sera de classe v, car, si l^on veut determi¬ 
ner celles de ses tangentes qui passent par un point arbi- 
trairc (o', ft, c), il faudra associer les deux equations 

F(w, p, w) = 0, ua -h pft H- or = o, 

Tirant de la seconde Equation la valf ur de Tune des nic<ui- 
nues w, Wj pour la substituer dans la premiere, on aura 
une ^qulation de degr^ v pour determiner le rapport des 
deux autres. 

Deux courbes F = o, desMilasses p et v, auront 

pv tangentes communes dont les coordonndes seront defi- 
nies par les Equations F = o, # = o 

56S. On peut distinguer des tangentes simples ou mul¬ 
tiples, par des considerations calqu^es sur celles qui nous 
ont servi a I’^^tude des points multiples, 

Soient, en efFet, F(m, c, pp) = o requaiion taugcntielle 
d’une'^ courbe de classe v, (m, c, tr) Tunc d<» tan;,^pnte'». 
Son intersection avec une autre droite aibitrairc <//, ft, r) 
sera reprdsent^e par Fequation 

u' (f a 
p' V ft rr o 
(v' U' c 

ou par le sysleme equivalent 

u'=: lit H- as, p' ;= ^ bs, kv = vs. 

Les valeurs de - pour les tangentes menses de ce point i 
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la courbe sont donn^es par Fequatiou 

o = F(M^ -h vt-^bs^ 4- cs) 

.. dF <ap dF ^ ixir* 

Si sont pas nuls k la fois, on nWa, en 

g<5n^ral, qu’une racine nnlle; one seule des tangentes me¬ 
nses par le point consid^r<S comcidera done avec (w, p, w). 
Toutefois, si la droile {a^ 6, c) passe par le point de con¬ 
tact ^^3 ^3 de la tangente («, i?, <v), deux tangentes 
au moms comcideront avec (w, w). 

Si ^3 ^3 ^ el, en g^n^ral, toutes les d^riv^es de F 

d’ordre < m s’annulent, on aura toujours m racines nulles, 
et nous dirons que (m, (?, w) est une tangente multiple 
d’ordre m, Le nombre dcs racines nulles s’^levera d’ailleurs 
au-dessus de m si a, 6, c satisfont k F^quation 


^ d . <J , d Y 

d -j- b'-T“ *4” c-T— I 

^ di( * av dwJ 


:o, 


laquelle se d^composera en un produit de m facteurs 
lin^aires, doni chacun repr^sente un point de contact. 


566. 11 est ais^ de passer de I’^quation d’une courbe en 
coordonn6es poncluelles a son Equation en coordonn^es tan- 
genlielles, et r^ciproquement. 

Soient, en effet, (w, i^) les coefficients de la tangente en 

un point j, z) de la courbe f{x^y^ z) = o. Cette droite 
passant par les deux points z)^t {x+dx^y+(fy^ z^-dz)^ 

on aura 

ux-i- 4 - (^5 =: 0 , udx-^^dy-b^dzzro^ 

d’o6 


u I ^ I w :i y ds z dy I z dx — xdz I xdy — / dx. 
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Mais on a d’autre part 




dx '' dy dz •' 


d’ou 


dx 


dx 


dy •' dz 


dx* dy' dz 


y dzz dy \ z dx — X dz I X dy — ydv 


Done 


ii \ ^ \ w 


dx * dy * dz 


Eliminant x^ z entre ces equations et fequatjon J 
on aura I’dquation tangentielle cherchee 




F( w, {\ w) rr- o 


R^ciproquement, soient {x,y, z) les coordonneoh clu poinl 
de contact de la tangente(M, v, «')a\ec sonenveloppc F = (f 
On aura 


ux + vy-\. (vs = o, xdu + zfiw (), 

d’oit 


-c : / : 3 :: vdw — wdv : iv du — U dw : a th - (• t/u 


Mais, d’autre part, 


d’ou 


dF dF 


w 


d«’ 


:vFr= 


dF , dF ^ 
-du + ~di' 




divt 


0, 

0 , 


du * ‘ dw " dv . wdu udw \ udv — Kdu^ 


x\y\ 


du * d^> ' dw 


Done 
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Elimmant w, i’, w entre ces equations et F = o, on retom- 
bera sur T^quation ponctuelle/(^, y, js) = o. 


S67 Un polynome homogene et de degre n 

- 5 ) = 

contient un terme en deux termes n + x 

termes mddpendants de x, soil, en tout, 




(« -+- -H 2 ) 


teinoas. 


On peut done assujettir ses coefficients a satisfaire ^ 

.^ _ I relations lin^aires et homogenes, qui 

delermineront leurs rapports. Le polynome sera amsi d6ter~ 
a un facteur constant pres. Toutefois, si le determinant 
des equations de condition est nul, il restefa plusieurs coef¬ 
ficients indetermmes. 

On obtient une relation de I’espece consideree en assujet- 
tissant la courbe /=o a passer par un point donne 
jKi, Zi). Pour expriraer que le point est multiple 

d’ordre m. on devrait ecrire conditions de meme 

’ 2 

nature, expnmant que les denvees partielles d’ordre m — i 
de/s’annulent toutes en ce point. 

Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes, car / el ses de- 
nvees partielles d’ordre moindre s’annuleront aiissi. Soil, 
en eftet, 1 Tune quelconque des deruees d'ordre — 2 , on 
aura, d’apres le th^oreme des fonctions homogenes. 


{n — vjl. 


dl (H dl 

dxf ^y\ ()zi 


: 0 , 


puisque les denvees d'ordre ni — i qui ligurent dans le 
second membre sont toutes nulles, par hypothese. 

Les (ieri\ees d^ordre m — 2 ctant toutes nulles, celles 
d’ordre /;/ »- .*i le seront aussi, et amsi dc suite, jusqu’4/. 
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Nous obtenons done la proposition suivante 

On pent toujours determiner^ et en general d une 
seule manikrey une courbe d^ordre n passant par 

j donnes* 

Cetenonce subsistera^ si Von remplace la condition de 
passer par ^ — points donnes par celle d a^'oir un 
point multiple d^ordre m donnd de position, 

, (n-4“l)(w-*i“2| 

Si le nombre des points donnes etait- - - ^ 

seulement, les coefficients seraient d^terames en fonction 
lindaire de deux d’entre eux, c, Ci, quiresteraient arbitraires, 
et I’d^uation de la courbe cherchde serait de la forme 

dM + cjMi = 0, 


M, M) (Slant des polynomes ddterminds, d’ordre n. En fai- 

sant varier le rapport ~ on obtiendra un faisceau de courbes, 

passant toutes par les points donnds; mais elles passeront 
aussi par Jes autres points d’iutersection de M avec Mj. 

On voit ainsi qu a chaque systeme de - - - -*.> 

points arbitreurement pris dans le plan, est assocU un 

autre systime de n* -- - -f- 2 points tels que 

toute courbe d’ordre n qui passe par les premiers points 
passe aussi par les autres. 

S68. Les considerations qui prdeddent permettent d’ob- 
tenir aisement une limite superieure du bombre des points 
multiples que peut prdsenter une courbe donn^e d’ordre 
/=o. 

Supposons d’abord que le polynome /ne soil pas ddeona- 
posableenunproduitdefacteursrationnels. Soient/7,,jOt, 
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les pomis multiples, [lo, . leurs ordresde multiplici4 : 
chacun des nombres sera au moms ^gai a i, 

La somme ^ — etendue d tous les points mul^ 
tiples, ne pourra surpasser - -- - 


Supposons, en effet, qu’elle surpasse ce nombre. 

Parmi les points multiples, choisissons-en un certain 
nombre Pk en nombre strictement necessaire pour 

que la somme 


.=2 


1) 


1 


. , j (n —i)(/i —2) 

soil plus grande que ^- - 

Deux cas seront a distmguer ici : 

i® Si Sa< — I, on pourra determiner une courbe 

d’ordre n — i admettant les points /?<,.. , comme points 
multiples d’ordre p-i — i, ..., — i, et passant en outre 

par ^ ^ — I — Sa points choisis arbitrairement sur /; 


car cet ensemble de conditions donne bien les — i 

2 

relations lineaires et homogenes auxquelles on peut assu- 
jetlir les coefficients de 

Gherchons le nombre N des points d’intersection de / et 
de tf. 

Ainsi que nous le demontrerons plus tard, un point com- 
man k deux courbes, et dont les degr^s de multiplicity sur 
ces deux courbes sont respectivcment pt et v, compte en g^- 
n^ral pour jxv intersections. Le nombre des intersections 
correspondantes aux points multiples sera done 


A 

0 = 3Si. 
t 
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On aura done 

2 2 

Ce resultat estabsurde, car deuxcourbesdedegre net n — i 
ne peuvent avoir plus de n(n — i) points communs si elles 
n’ont pas de partie commune, ce qui n’est pas le cas, la 
coiirbe / 4tant indecomposable, par hypothese. 

2 ^ Supposons, au contraire, Sj^> — — i. Soil p le 

plus grand entier tel que Ton ait encore 

k-i 

\ ^ P(PtO = n(n-i-i) 


On pourra determiner une courbe (f de degre n — i admet- 
tant les points, pj[_tjpk avec des ordres de multipli- 
cite — I, . j p. Lenorabre N de ses points d’in- 

terseotion avec / sera au moms egal k 

A*—1 

1 

et, comme [A^>p-f-i etque, d autre part, 

A —1 

^ 2 2 - 

1 

est par hypothese > — i, on aura 

. r n(n -Hi) 1 

N>2|^- 2 -'J >«(« — •) 

La consequence sera la m^me que dans le premier cas. 
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Eafia, SI j est un produit de facteurs 5/2? ? les points 

multiples de/seront evidemment: ceux des courbes 
/29 considerees isol^ment, 2® leurs points d’lntersection 
deux a deux Les uns et les autres sont en nombre limite (si 
nous excluons le cas ou f admettrait un facteur multiple) 

II — Cycles. 

S 69 Un cycle ayant pour origine le point (Xq, Y©) est 
generalement deflni par deux equations de la forme 

(0 X CXj ^ 4-0<’2 1 Y m Y© 4“ (3i ^ 4-j32 , 

ou, en coordonnees homogenes, par les proportions 

^ \ y \ ^ ll X©4- «i^4- IY©4“(3 i^4 -. * 1 , 

ou enfin, en multipliant les seconds termes des proportions 
par un m^me facteur de la forme ^ + C2 . , oii ^0 

n’est pas nul, par des relations de la forme 

(2) 

ou 

Xq-\-C li l , 

Tj = j'q 4 - ^ 4 - 4- , 

T© Zq * 4 “ Cj t 4” 4“ ^ 


n’etant pas nul 

Un cycle dont Forigine serait k Finfini serait reprdsente 
par des relations analogues, ou Zq serait nul, mais Xq ouy/'o 
different de z6ro. 

R^ciproquement, un syst^me de relations tel que(2) d^- 
finit un cycle, car, en supposant, pcrur fixer les id^es, 


T T 

X =7p^ et Y= seront d^veloppables suivantles puissances 
entieres et positives de t. 


570 . Nous supposerons que le parametre t correspond 
uniform^ment aux points du cycle. S’il en est ainsi, el si la 
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tangenle au cycle esl une droite 

Y-Yo=a(X-Xo), 

non parallele a I’axe des Y, on pourra, en posant 
^ — Xj -h Xj Z/* “h 1 

determiner les coefficients X de telle sorte que les equations 
du cycle prennent la foijme canonique : 

(3) X = Xo-h«'‘, Y3=yo-4-az/''-l-«o^''‘“H“ > 

r, To, ... etant une suite d’entiers croissants sans autre divi- 
seur commun que Tumte. 

Dans le cas exceptionnel ou X — Xq = 0 serait tangente, 
on aurait une £orme canonique analogue* 

X ~ Xo-h w'’o-4“ , , Y —YoH-zz^. 

Pour une valeur donn^e de X —X©, les equations ^3) 

fourniront /* valeurs t)o, irii, .., Yir-i de Y, donn^es par les 

1 

formules suivantes, oik (X — Xo)'’ d^signe Tune quelconque 

l£l 

des racings de X — Xo, et 61’exponenlielle e ^ : 

Tia = Yo-l- a(X^Xo) X,)t + (X ^XoK 4-.. , 

* *.r... ... 

YQ-f" ot (X Xo) H- <3f0 5^«^(X — X0)^ -f* di 0^*® (X —" Xfl 4* • 


Le cycle pourra d’ailleui;s Itre exprime, sans rintervention 
d’un parametre, par Fequation 

‘(5) P(X,Y)=:(Y~y)o). (Y-^vj,^,) = o, 

dont le premier membre est un polynome en Y, ayant pour 
coefficients des series de puissances emigres et positives de 
X^Xo. 

871, Revenons 4 la forme generale ( 2 ) des equations du 
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cycle. Les parametres des points d’mtersection d’une droite 
avec le cycle sont donnas par I’^quation 

(6) ^lTi+X sT2“1“ X3T3“ 0. 

Si la droite passe par le point (iPo? yoj «o) or,igiiie du 
cycle, on aura 

^0 ^3 ^0 ~ 

et, SI ar, br^ Cr est la premiere colonne de coefficients qui ne 
soient pas proportionnels a 1® premier membre 

de (6) sera de la forme 

-h ^2 H- C; ) jf'* -h , .. 

L’^quation aura done r racines nulles, qui se changeraienl 
d’ailleurs en racines infiniment petites pour une autre droite, 
infimment voisine de la prec^dente, mais ne passant pas par 
Torigine du cycle. La droite et le cycle doivent done 6tre 
cotisiddrds comme ayant r points d’mtersection concentres 
a i’origine. 

Ce nombre sera accru si Ton a encore 
'k^a, -hk2b,-+-\c, = 0 , 
auquel cas Pequation de la droite sera 

X jcq a,. 
y fo bf 
S JSq Cf 

Cette droite sera done la tangente au cycle, el Ton aura 

# 

4- XaT2H- XaTj— (kiai^p-hkibt^p-hksCr^p) , 

^r+py br^p, Cr+p etant la premiere colonne de coefficients telle 
que Ton ait 

J'o br 6r+p ^O. 

^0 ^rt-p 
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Le nombre des intersections de la tangente avec le cycle 
au point (^ 0 ? Joj %) sera done r p 

Les nombres /' et p se nommexit Vordre et la classe du 

cycle 

Un cycle dont les equations ont ete mises sous la forme 
canonique (3) a evidemment pour ordre pour classe / o 
et pour tangente la droile Y — Yo = <35(X — Xo). 

872, Soient c el C deux cycles ayant m^me ongme. Pro- 
posons-nous de determiner le nombre de leurs intersections 
confondues avec Forigme 

Comme il est evident qu’une transformation homogra- 
phique change iin cycle en un autre cycle, il est permis d’ad- 
mettre que le triangle de reference ait ete cboisi de telle 
sorle que Fongine commune des cycles ne soil pas sur la 
droite 2 = 0 , et que le point 5 ? = 5 = o ne soil pas sur les 
tangentes aux cycles. La droite X = Xo (on x = ne 

sera done pas tangente aux cycles, et I’cnpourra donner aux 
equations de c la forme canonique (3). Ses branches 
'f\r^A seront fournies par les formulas (4)} et le cycle sera re¬ 
present^, apres Felimmalion du parametre, par I’equa- 
tion (5). Quant au cycle C, on pourra mettre ses equations 
sous ttne forme analogue 


et il aura R branches Ho, H|, . . 

Les valeurs de t correspondantes aux points d’lntersection 
des deux cycles seront donnees par I’equation 

P(Xo^-^^ YoH-) = o 

Le nombre des racines nulles [lesquelles se changeraient en 
racmes infiniment petites pour un autre cycle 

P(X, Y)4-£P,(X,Y)=:o 

infiniment voisin de c et ne passant plus par rorigine Xo,Yo] 



COURSES PLAINES ALG^BRIQUES. 

sera egal a I’ordre O du premier membre par rapport a ]’m- 
finiment petit t. 

Or, SI Ton remplace, dans cetle expression, t par 

amTC/ 1 

e « (X-Xo)S 
auquel cas elle se r^duira a 

il est clair que son ordre en X — Xo sera devenu ~ Done O 
est 6gal a R fois Tordre par rapport a X— Xq de la quantile 
P(X, /Jo) (H;;,— in,_l) 

ou a Fordre du produit 

WirsR —t 

JJ P(X,H„,)=[J(H,-r5„). 

»* = 0 m,n 

Si les cycles c et C n’ont pas m^me tangente, a et A seront 
diflKrents, et chacune des diiOKrences — r^n 6tant de la 
forme (A — a) (X — Xo)~h , I’ordre O du produit sera 
^gal au nombre R/ des facteurs qui le ccmposenl. 

Mais cet ordre s’elevera si les cycles ontm^me tangente, 
car Fordre de chacun des facteurs sera > i, Pour Fobtenir, 
dans ce cas, il suffira d’evaluer Fordre du produft 

(Ho—Y)o). (Ho— 0,~i) 

et de le multiplier par R. 

S73. Soit, pour fixer les id^es, 

/)o=: Yq <2(X — Xo) H- <!lo(X — Xo)^-+“. . 

celui des d^veloppements yj<, . qui a, au d^‘but, le plus 
grand nombre de termes commun's avec Ho* Supposons que 
la coincidenee se maintienne jusqa^au terme 

^{it 

0(1 (X — Xo)^ — A(i(X — Xj) *, 


(7) 
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les deax tcrmes suivants differant soil par I’exposant, soil 
au moms par le coofficient. La difference Ho sera de 

Fordre I, I ddsignant le plus pedt des deux nomires 

R|i-n 

ft 

Ceux des d^veloppements Tjat qui ©©incident avec t)# jus- 
qu’au terme ( 7 ') mclusivement donnent ^galement des diffe¬ 
rences H« —»i»d’ordre 1. II est aiae d’en trouver le nombre. 
Eu effct, m doit dtre tel que Ton ait 

e“''o=i, e^i=r, .... e'"v=i, 

d’oa 

mroso, /wr, = o, . , mr^^o mod/- 

on 

md s 0 mod/’, 

d ddsignant le pins grand eomman diviseur de ro, • • •) 
Cette congruence admet Spi solutions, S|t dtant le plus grand 
coinsiun diviseur de r et de d, on, ce qui revient au mdme, 
de r, To, .. r^. 

Gonsid^rons, en second lieu, les ddveloppements qui 

coincident^avec rj* jnsqu’au terme ax-< (X ■— Xo) inclusi- 
vement, mais s’en sdparent au terme suivant, X ^tant Fun 
quelconque des nombres 1 , 2 , ..p. 

II existe, d’aprb ce qu’on vient de voir, Sx_, developpe- 
ments oii la coincidence a lieu jusqu’i ce terme ; mais 
jn doit en exclure 8 x pour lesquels la coincidence sabsiste- 
rait pour le terme suivant; il en reste done 3x_, —pour 

chacun desquels Ho —• iim est d’ordre — • 

r 

Enfin il existera /- — Sj d^veloppements pour lesquels la 
s4parabon a lieu imm^diatement apr^? le premier terme 

a(X — Xo), et pour chacun d'eui Ho — sera d’ordre —• 

r 
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Nous oblenons ainsi la lormale buivante * 


5 y 5 


0 = R j^(r —3o)^ — + 

574 . Les m^mes considerations donnent la solution du 
probieme suivant 

Trouver Vordie Q par rapport AX — Xo da produit 

etendu aupc dwerses branches ttio, d'un m 4 me 

cycle Cj 

LeSvdeux diCFereigLCCs f\m — %n et — ■»in4.A? ne dififerant 

que par le chs^ngement de X — Xo en 9 ^(X — Xo), seront du 
meme ordre; Q sera done egal a r fois Tordre du produit 

(yjo—^ i)(tOo—'’O s) ■’nz-i)* 

Or, parmi les diflerences ci-dessus, il en existe, comme on 
I’a vu, r — §0 qiii ^ont d’ordre y ? et generalement 8 x.^ — 8 x 

qui sontd’ordre —• On aura done 

Q = (a — —3x)a 

Cette suite s'arretera d’ailleurs d’elle-meme au bout d’un 
certain nombre de termes, car, les entiers r, r©, /‘i, 7*2? ••• 
ayant pour plus grand commun diviseur I’unite, les entiers S 
fmirontpar devenir tous egaux a I’unite, 

On pent d’ailleurs reinarquer que les seals parmi les expo- 
sants To, Ti, ... qui figurent effectivement dans cette somme 
sont ceux qui ne sont pas divisibles par le plus grand com¬ 
mun diviseur des pr^c^dents et de r (car, pour les autres, 
8 x- 4 = Sx)‘ On leur donne le nom d^exposants caracti- 
ristiques. 
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575. Soil encore C un cycle ayant pour equations 

j?; s :: Ti: Tj: Tj 

et pour engine le point yo, ^o)- Soit, d’autre part, 
f{x^ 3) “ o une course algebri(jue Les intersections de 
la courbe et du cycle seront donn^es par 1 ’Equation 
/{T.,T*,Ts) = o, 

etlenorabredecellesqui sont concentreesau point {x„,ya^ -So) 
sera dgal au nombre des racines nulles de cette equation, 
c’est-4-dire a I’ordre dey(T,, Ta, Tj) par rapport 4 1 mfini- 
ment petit t. Ce nombre N se nomme Vordre de z) 

par rapport 4 C; il sera nul, si la courbe ne passe pas par le 
point (a;#, yo, Zo) Dans le cas contraire, cherchons 4 le de¬ 
terminer. 

Soient c,, Cs, ceux des cycles de /qui ont leur origine 
en (a!o. yoj ^o)- J^ous pouvons dvidemment admettre que ce 
point n’estpas sur la droite s = 0 , et que le point ^ = z o 
n’est pas sur les tangentes aux cycles tf,, Ca, el C. Les 
cycles Cl, Cj, .. pourront dtre representds par des equaUons 
de la forme 

P,(X,Y) = o, P,(X,YJ = o, 
et Ton aura 

/(x,y, z) = 5V(X, Y, I) = z»MP,(X, Y) Pa(X, Y) , 

M dtant une sdrle de puissances de X et de Y qui ne s’an- 
nule plus a Torigme du cycle. 

L’ordre de z et celui de M par rapport 4 C ^tant dvidem- 
.nentnuls, I’ordre de /sera dgal4la somme fidesordres O,, 
O 2 , .. des cycles Ci, Cj, . . par rapport 4 C. Nous avons 
indiqn^ le moyen de les calculer (572-S73). En particulier, 
si aucun de ces cycles n’a mfime tangente que C, ces nombres 
seront egaux 4 Rr,, Rrj, ..., R, r,, /’a, ... ^tanl les ordres 
respeclifs des cycles C, c,, c^, , . Leur somme sera 

4 -.. ) = R,/n^ m 4tant Pordre de multiplicild du 
point (xt, yt, za) sur la courbe/. 
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576. Soient enfin deux courbes alg^briques js) = o 

et 'F{x^y^z) = o se (Joupant en un point (a:oj/oj-So)* 
Soient Ca? • - • ceux des cycles de et C|, Cj, ... ceux 
des cycles de F qui ont ce point pour origme. Le nombre 
des intersections de / avec F en ce point est ^videmment la 
somme des nombres Qj, ... de ses intersections avec les 
cycles C|, Ca, . c’est-a-dire la somme des ordres de /par 
rapport a ces cycles. Celle-ci, ddcomposde en dlemenls plus 
simples, sera egale a Sa,pOfltp, d^signant le nombre des 
intersections du cycle CJa avec le cycle cp. Si ces cycles n’ont 
pas de tangente commune, Oap sera ^gal au produit de 
leurs ordres Ra, rp. Le nombre total des intersections sera 
done, dans ce cas, 

2Rarprr 2Rot2rp==: M/n, 

M et m 4tant les ordres de multipHcite respectifs-du point 
(apQj^oj ^ 0 ) deux courbes. 


577. Appliquons les principes qui precedent a la recherche 
de Tabaissement prodiiit dans la classe d’une courbe / par 
la presence d’un point multiple A. Nous aurons a ^valuer 
I’ordre de multiplicity de A comme intersection de /et de la 
polaire 

dy ^ds 


9 = 


= 0 , 


oil a, Y sont des arbitraires. 

Supposons encore : que A ne soit pas sur la droite 

^ = o; 2 ® que les tangentes k/ en A ne passent pas par le 
sommet a: = z = o. Les coordonndes (X^, Yo) da point A 
auront des valeurs finies, et, les cycles Ca, ... de/qui 
ont leur origine en ce point, n’ayant pas X — X® pour tan¬ 
gente, leurs diverses branches auront des developpements de 
la forme 

Y) S3<z(X —Xo) H-ao(X —‘Xo)' 

J.-.1. 


(8) 
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Posons maintenant 


f=x, ^=Y, /(X,Y,I) = F(X,Y). 


On aura 


et, en d^rivant, 


/(a;,/, 2)=«*F(X,Y) 


dai~ dX’ dy dX 


F — 4-/ 


<?J5 


»-s 


dF 


Substituant dans ^ et mettant en facteur commun, il 
viendra 

<f{a!,y,2)z= *(X, Y), 

oti 

®(X, Y) = {«-yX) ^ + (|3 - yY)|£ + ynF 


11 faut trouver la sooime des ordres de (p par rapport aux 
cycles C|, Ca,.... Orcesordressontnulspourlefacteur 
la droite « = 0 ne passant pas par I’origine du cycle Quant 
an second facteur, cette somme sera 4 gale, ainsi que nous 
I’avons vu, 41 ’ordre en X— X# du produit 

<^(X,n,)*(X,r),)..., 

^o> ^19 sont les diverses branches des cycles Co 

Ca, .... 

On a d’ailieurs 

F(X,Y) = M(Y-y,,){Y-nj) , 

M ^tant un facteur qui ne s’annule plus pour X = Xo, 
Y = y*. On en ddduit, pdui* Y =i(io> par example, 

aji) (•/]( — iCj). •. 

dF 

——aj,).. 


F = o, 
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Mo ne s’annulant pas pour X = Xo En substituant ces va¬ 
lours dans Texpression de ii viendra 

4»(X, Oo) = [(yX _ «)^ +. Mo(tio - n.) (»).--n*)-. 

Or le facteur enlre parentheses est de degr^ z^ro, car, d’a- 
pres la forme (8) du developpement de ni cette expres¬ 
sion, ni sa derivee ne contiennent de puissances negatives de 
X— Xo, et le coefficient du terme de degre z^ro, contenant 
Parbitraire ne s’annule pas en general; M® est aussi de 
degre zero^X’ordre de $(X, yjo) est done celul du produit 
(■J^o — ■304)(*300• • • • Raisonnant de m^me sur chacun des 
autres facteurs 4 >(X,T,f), ...» on trouve que I’ordre de 
multiplicite cherche est celui du produit des differences 
ni—TOA- 

Considerons celles de ces differences on f\i appartlent k 
un cycle Ca el yj* k un autre cycle cp. L’ordre 0«p de leur 
produit a ete determine plus haul. Celles ofi y)i appartienl k 
cp et7)4 k Ca donneront encore un produit d’ordre Oap. Enfin 
celles de ces differences ou el appartiennent k un meme 
cycle Cot, ont un produit dont I’ordre Qa a ete egalement de¬ 
termine. 

Le degre de multiplicite cherche sera done 

2 2a,pO(xp ■+- SjtQa* 

Dans le cas particulier ofi tous les cycles sont d’ordre i, 
et ofi leurs tangentes sont distinctes, les Qa seront nuls el 
les Oap egaux k Tunite. L’expression ci-dessus deviendra 
done ni(m — i), m designant le nombre des cycles ou le 
degre de multiplicite du point considere. 

S 78 . La somme des ordres d’un polynome homogene 
js) de degre m par rapport a tous les cycles d’une 
courbe de degre n est evidemment egale a mn, nombre total 
des intersections des courbes/et f. 

L’ordre du quotient de deux polynomes etant la difference 
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le leurs ordres, le theoreme s’4tend imm^diatement au cas 
oii ® est une fraction rationnelle homogene. 

En partfculier, nne fonction ^ rationnelle en X, Y dtant 
rationnelle et homogene de degrd zdro enx, y, s, la somme 
de ses ordres sera nulle. 

F.nfin ce rdsultot s’dtend encore au cas oh contiendrait, 

outre X, Y, les ddrivdes • > car, en ddrivant I’d- 

ciY 

quation/(X, Y) i) = o, on obtient pour • des expres¬ 
sions ralionnelles en X, Y. • 

679. Ce r^sultat, applique^ a la d^riv^'e va nous con- 

duire a la determination precise du nombre dps inflexions 
d’une courbe donate/. 

Les coordonn^es x, js, dans les Equations d’un c}cle, 
<5tant exprimdes au moyen d^une variable auxiliaire nous 

d^Y 

devons lout d’abord exprimer en fonction 4es d^riv^es 

y ? ^7 y ? prises par rapport a t. 

On a tout d’abord 


rfX* X'-* ' 

puis 



et, en substituant, 

d^Y _ 
dX* “ 

D designant le determinant 


a: 

x’ 

x" 

y 

y 

f 

z 

z' 
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Calculons la somme des ordres de cette expression. 

Pour le facteur s®, cette somme esi 3n, n designant le 
degre de / 

Sou, d’autre pail, c un cycle de J d’ordre r et de classe p 
On pourra, a cause de la sym^trie de D par rapport auxcoor- 
donn^es, admettre que ses Equations sonl r^ducubles k la 
forme canonique 

(9) oc:y : z :: Xo-h e : . r. 

Les seconds membres, substitu^s dans D, donneronl un re~ 
sultat de la forme 

«o /*p (/• 4- p) -h. ; 

Tordre de D par rapport k c sera done 2r -f- p — d. 

580 . Cherchons enfin Pordre de [zx^ — xz^y. On a, pour 
le cycle c, 

yjs' — sy' = — 4-.. , 

zx' — xz* = rr“‘ 

xy — yx'=: (flXo—Yo)r/'~^-r . 

La plus haute puissance de t qui entre en facteur commun 
dans ces trois quantit^s sera La sym^trie dii systeme de 
ces expressions par rapport aux coordonn^es montre que ce 
r^sultat subsisle pour tout cycle de /. Car ceux qui ne sont 
pas r^ductibles k la forme canonique (9) le seraient a une 
forme analogue ou les variables seraient seulement permu- 
t6es. On a done, quel que soit le cycle consid^r^, 

yz‘ — zy' = 01, zx’ — xz' = 01, xy' — yx' = 63, 

0(, 02, 03 ^tanl des series de puissances de dont Pune au 
moins n’est pas privde de terme constant; et Pordre de 
zx '— xz^ sera 4 gal r — 1 + (*>2, i*)2 designant Pordre de 02* 

L’ordre de -—^ par rapport a c sera done 

yZX *”• XZ ) 

a/‘-hp — 3 — 3(r — i -h Wi) =p — r—* Swj. 
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La somme des ordres de par rapport a tous les cycles 
de f 6tant nulle, on aura 
(lo) 0 = 3/» — /) —32ws, 

les sommations elant dtendues ii tous ces cycles. 


S 81 . II reste 4 determiner la somme Swa. Pour cela, con- 
siderons la courbe f, polaire reciproque de /, dont chaque 
point («, V, w) est he au point (ar,/, a) par les relations 

df df df 
• " dx' dy dz 

Sur chaque cycle c de la courhe/, ^seront propor- 

tionnels ky!^—zy\ et, par suite, a 6,, 

6 j>, ©»• Au cycle c correspondra done sur <f le cycle y d^fini 
par les Equations 

u: : w :i : Bi: 63 


et Wa repr^sente le nombre des mterseclions de ce cycle avec 
la droite p = o. La somme ?(*)a est donc^gale au nombre total 
des intersections de et de soil au degrd de cette dermere 
courbe ou enfin k la classe v de /• 

Nous aurons done, en rempla^ant S(i>2 pkv sa valour dans 
I’^quation (10), 

0 = 3/1 2 (p — r) — 3 v 

ou, en decomposant la somme S(p — r) en deux autres, 
Pune S' relative aux cycles des points multiples^ Pautre S' 
relative a ceux des points simples, et remarqiiant que pour 
ces derniers r = i, 

(ii) S"(p —i) = 3 (v —-/) 

Or, pour tm point simple, p reprdsente dvidemment Pordre 
de contact de la courbe avec sa tangente; les points d'inflexiou 
sont ceux ofi' cet ordre est > i. Si done nous convenons de 
consid^rer ceux ou ce contact est d^ordre p +1 comme re- 
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presentant jx inflexions confondues, la somme — i) ne 
sera autre chose que le nombre des inflexions, et ce nombie 
sera donne par la formule (i i). 


III. — Transformations birationnelles du plan. 


582 . Les transformations homographiques sont un cas 
particulier de transformations plus g^n^rales, etudi^es par 
M. Cremona, et dont nous allons dire qiielques mots. 

Considdrons les courbes d’ordre n assujetties k avoir 
points simples, aj points doubles, . , enfin dm points mul¬ 

tiples d’ori'a donnds 'de position, et dits points fonda-^ 
mentaux^ les entiers d^, satisfaisant aux deux equa¬ 

tions de condition 


1 A*(/r I) i^n • 
---— 


• 1) ( 72 -f- 2 ) 


3 , 


n*—I. 

t 

La sLujetion d’avoir un point donnd de multiplicild k 

* . V. • 

s’exprimant par ^——- equations Kndaires et homogenes 

par rapport aux coefficients, les courbes cherchdes contien- 

drOnt encore ^ - - — X-1-= 3 coeffi- 

2 ^ 2 

cients arbitraires, dont elles dependent hndairement. Leur 
Equation sera done de la forme 

^ ijti ^3/*J ~ 

etant trois courbes particuli^res du r^seaa. Nous 
admettrons que les polynbmes /<, /a? /s n’aient pas de facteur 
commun* 

Posons 

£1 ^ fi 

jy', y, y ddsignant des inddlermindes. 
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584 

Les polynomes/i, /2, /a etant d^ordre /?, les deux courbes 

/i_ f% /I_ 

y' s' 

se couperont en points; mais un seul de, ces points vanera 
avec y\ z\ En effet, soit p Pun des points fondamen- 
taux d’ordre k. fitant multiple d’ordre k sur chacune des 
deux courbes, il represente intersections. Le nombre des 

intersections fixes de position sera done 

Soit z) Ife dernier point dintersection, variable aveC 
x\ z!] ses coordonn^es — s’exprimeronl ralionnelle- 

ment en fractions qu’on pent r^duire au mSme 

d^nominateur; on aura, par suite, 

^ ft : ? 2 : ? 3 , 

f2> ?3 ^tant des polynomes homogenes en a?',y, z' et de 
m6me degr 4 . 

Nous obtenons ainsi une liaison birationnelie 

a: :j' :j! :: 9 ,, 

qui, 4 chaque point (x,j',z), fait correspondre Un autre 
point a'), et r^ciproquement 

S 83 . II y a une exception pour les points fondamentaux; 
/ij/sj/s s’y annulant, les rapports de ^r', y, z' ne sont, 
pas d^termm^s. A Pun de ces points correspond une courbe, 
fondamentale,. de la maniere suiyante : 

Considdrons un point 

infiniment voisin du point fondamental(«, b, c). Soit fPordre 
de multiplicity de celui-ci : f„ fi, /, etleurs dyrivyes par- 
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tielles, jusqu’a I’ordre i — i inclusivement, s’y annuieront * 
on aura done 

et de m^me pour /s. Si done A, k tendent vers z^ro, de 

telle sorte que leur rapport tende vers un nombre fixe -j 

* 

les quantiles x', y\ z', proportionnelles k /<, /s, le de- 

viendront k la limite a 




da 




^)V.. 



+ fX 





Le point (x',y,z') ainsi obtenu ddpendra du rapport-* 

* P* 

En faisant varier celui-ci, il d^crxra la courbe fondamen- 
tale. Cette courbe est d’ordre car elle coupe une droite 

oLx'+py+yz^=o en i points, dont lei§ parametres - 

P 

sont d^finis par F^quation de degr^ i 


(X 





Chaque point de la courbe fondamentale correspond, 
comme on le voit, afu point (a, 6, c) et k une direction par- 
ticuli^re issue de ce point, 

Aux points communs aux trois courbes <pi = o. 

yjj = 0, (ps = 0, correspondront de mkme une infinite de 
points (x^y, z) formant une courbe. 


584 . Un cycle G, ddfini par les Equations 
aura pour transform^ un cycle G de la forme 


ofi 


Ti —(^0 "+• “4- *. * j ^^0*4" Aj Hh..,, -5 o4“ 4“ • • *) 

/o) 4- Ai ^ 4-,., 
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Le cycle C' aura pour origine le point transform^ de 
(»o»yo, 3o), ^ “oin« qne dernier point ne soit fonda- 

mental. 

Dans ce cas,s’annolant en ce point, les fonc- 
tjons T„ Ts, T, contiendront, en facteur commun, une 
puissance de t, qu’on devra supprimer pour aTOir les veri- 
tables Equations du cycle C'. 


S8S. Nous allon» fairC quelques applications de cette 
theone. 

Supposons d’abord que /sj /a soient des fonclions du 
premier degre : il n’j aura pas de point fondamental, et la 
transformation^ 


sera hamographique, 

Un cycle C, ayant pour Equations 

^ • f • ^ ll Xo4- 4 - 4- 

aura pour transforme le cycle O, d^fini par les Equations 

ou 

T, = « Xo+P Yo + y +(« -H-P o)t''+P Ooi''.-)-.. , 
Ts=«'Xo+p'Y. + 7 '-h(a' 4 -p'«)«' 4 -P'flo<'«+ M 
T, = «'Xb + P'Y<, + / H-(«"-h p'a ) «'• + p% i'. + 


Ce cycle sera d’ordre r, comme C, et sa tangente 


nff* «X, + pYo4-y «-i-po 
/ a'X,H-p'Y,-t-y' «' + p'a 
5' a«'X„-hp*'Y,-f-y' a'-f-P'a 


0 


sera la transformde de la tangente k C. 

Substituons, en effet, a a/, 7^, js^ les qnantit^s proportion- 
nelles + ol^x+ + a"^ +^"7* 
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Le determinant amsi obtenu sera le produit du determinant 

a P y 

a' y' 5 

P" y" 

qui ii’est pas nul, par le determinant 

j? Xo I 

y Y, a , 

Z I o 

qui n’est autre que le premier membre de I’equdtion de la 
tangente 4 C. 

II resulte de 14 qu’4 tout point p d’line courbe d’ou par- 
tent un certain nombrede cycleyC, C|,... d’ordres r, ri,... 
correspond, dans la transformee, un point d’oCi partent 
autaat de cycles, egalement d’ordresr, r<, .... De plus, si 
les tangcntes 4 quelques-uns des premiers cycles coincident, 
il en sera de inline pour les cycles transformes. 

La classe de O est aussi egale 4 ro— r, commecelle de C; 
car le determinant 


aXo+P.Ys + y <x a j3 a# 


a p y 

j3'Y«-h/ ct'+^'a P'oa 

= ao 

oc' |3' y' 

a^Xo-t- Yo + / 0.”+ p'a : 


a' p' Y 


n’esl pas nul. 

586 . Nous aliens enfin dtablir que G' a les monies expo- 
sants caract^ristiques que C. 

Soient, en effet, Fun de ces derniers; S le plus 

grand common diviseur de r, ro, Si nous met- 

ions 4 part dans la suite . les termes dont 

Fexposant est divisible par 8, on pourra la mettre sous la 
forme 

clV^ -H *4“ .. *4“ ^1* -4“... 

= Ar-+-+ . 
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A, eSs 4tantegaux 4 a, et les dutres coefficients Ai, Aj, 
pouvanl etre nuls, en tout ou en partie 

Le cycle C', transform^ de C, a pour equations 

oil 

t,=/9+c<' + g,<'+®+ + et '+ , 

13 = 5 ;+D<'+Di('+®+.. , 

en posant, pour abr^ger, 

djj = a Xo + ^ Y|)+ y, 

y; = «'X„+^'Y.+ y', 

4i; = «"X„ + |3«'Yo+y", 

B=« + |3A, G=«'+|3'A, D=a''+P'A, 

Bj=|3A„ C,= p'A„ Dirz^'A,, 


Dt) = ^X, 

Le determinant 


e = ( 3 'x, 


ffl=| 3 ''X, 


ayj B 111) 


cc Xq-h^ Yo+y ot -t- ^ A P X 


/. C © 

= 

a'Xo+|3'Yo+y' a' + p'A §'X 

rz 

D- (D 


«"Xo+(3"Yo-hy'’ a" + 13 '' A j 3 'X 



P y 

P' y' 

r / 


sera d’ailleurs ^ 0 , car X = aji n’est pas nul. 

En outre, I’an au moms des nombres x'^, y^, 2, n’esl 
pas nul. Soit, par exemple, Posons 


^ -X' 


L-y' 

s' ~ ’ 


— =X'„ 


AO _Vf 

^0 


et cherchons a d^velopper Ics expressions X' —X'^, Y'—• YJ, 
suivant les puissances croissanies de 
Posons, pour abr^ger, 

+ =N, 
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On aura 

_M + M' a;;_M x', M'N-MN' 

^o-W+-N' <~N 5; ^ ■N(N^-iY) ■ 


Le developpement de — — = — est de la 

™ .Sn JN S. 


forme 


E<' + E,^'+® 4 - . 


ou le premier coefficient E est dgal ^ 




„ , , M'N-MN' . , , . 

Leiui de est de la forme 


6/'+.. , 


^ - (Dir; 

^ ^/2 


On a done 


X'-X;=Et''+£,<'+«+. -^€1' + . 


On trouvera de m^me 



Y'-y;^Pi' + F,fr^4-...+#r+.. , 

r — ,s > 9 --75 


Le determinant 

dj'j B iB) 

E^-c'Fzz^ c © 

D ® 

est d^ailleurs ^ o 

Ainsi, dans les d^veloppements de — el de Y'— 
s est le plus petit exposant non divisible par S, et le deter¬ 
minant Ecf — CF n^est pas nul 
Nous aliens voir que ces conditions sont suffisantes pour 
que $ Soil un exposant caract^rislique pour le cycle C'. 
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Ea effet, Tun au moms des coefficients E, F, par eiemple 
E, n’est pas nul. Posons, pour ramener les Equations du 
cycle 4 la forme canonique, 

i dtant un nouveau paramStre; et faisons 

_i 

f = E 

L’^quation pr^c^dente deviendra apris divisioa par 

_ r-f-S 

-e- CE ^('‘-’’6' + ... 

Dans le d^veloppement de 6 tir6 de cette Equation, mettons 
en Evidence les lermes donl Texposant e^l divisible par 8; 
on pourra ^crire ■ 

8 = n-Gt«'«+G,^'*«H- +gf<^+ .. 

et, tn dtant un entier quelconqoe, on en d^duira un d^velop- 
pement de la forme 

.+ mqt'o+ . 

Subslituons ces valeurs de ft et de ses puissances dans I’iqua- 
tion pr^c^dente; nous en d^duirons les valeurs de o- et de Q. 
En efifet, le premier terme do ddveloppement de 

r + B ^ 

a^+EiE ^ 

dont Fexposant ne soil pas divisible par 8 sera Dans 

celui de 

f 

+ CE , 

£ 

le premier terme de ce genre sera CE ' Ces deux termes 

devant se ddtruire, on aura 

^:szs^r^ CE ^ 
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On aura done, pour une expression de la forme 

zir El [i-4-Gj -4- ..-4" ^ 

oil § cst d^fini comme ci-dessus. 

Substituons cette valeur dans I’expression de Y' — Le 
premier terme d’exposant non divisible par 8 dans le d^ve- 
loppement de 

FV 4- Fi^' ^^4- 

sera 


Dans celui de ^^^4- .ce sera ^E' ^ 

Ces deux termes r^unis donneront un terme en dont 
le eoefficienl 

E“'^"^~(#E -F€)=:5 
sera different de z^ro. 

On aura done avec le parametre pour X' —X'^ et 
Y '— Yq, des expressions de la forme 

Y; — 4- 4- 5^'^4- . 

Done $ sera un exposant earacteristique pour le eycle^C', 
Comme on pent d’ailleurs rev^nir de O a G par une sub¬ 
stitution homographique, on voit que, r^ciproquement, tout 
exposant earacteristique de le sera aussi pour C. 

S 87 . Passons a rexanien des transformations dites qua- 
dratiqueSf oif^/<,/2,/3 sont des conrbes du second degre. 
On aura trois points fondameniaux. Soient A = o, B = o, 
G = o les equations des droites qui les joignent deux a deux ; 
/m /») ft seront des fonctions Im^aires des produits AB, 
BC, CA. 
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Soit 

=3 «! BC ■+■ Pi CA ~i~ yt AB, 
flCjBG + jSfCA -t” yj AB, 
y* =3 flCs BG -4- (3j C A + yj AB, 

La transformation consid^r^e 

r^sulte ^videmment de la composition des trois transforma¬ 
tions suivantes ; 

5 : IQ : C :: A : B : C, 

s':/: z ';:«, (3, yj'-h y, r; «j|'+ (3tri'+ yjf^: «*5'+ Pi in'-+- y, 

dont la premiere et la demi^re sont homograpliiques; quant 
a la seconde, c’est une transformation qnadratique particu- 
li^re, que nous allons ^tudier. 

588 . RemplaQonS) pour revenir aux notations liabituelles, 
$, Kj, 5', n', K' par a, y, s, as',y Jif; nous aurons 

: .s' 

On en deduit sans peine 

: js-i] y^s': y\ 

La relation entre les deux series de variables est done rdci- 
proque. 

Les points fondamentaux sont les sommets da triangle de 
r^f^rence. A chacun d’eux correspond, eomme ligfie fonda- 
mentale, le c6t^ oppose du triangle. Sujpposons, eneffet, que 

y et s tendent vers zdro, leur rapport tendant vers-; 

I ^ 

^ tendroot respectivement vers o et Le lieu des points 

limites pour les diverses valeurs de — sera done la droite 

; ^ 

x'aso. 
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Un cycle C ayant pour equations 

a:: y : z :: Xo*+- 1 ' : Yo-hat^-h aol''o-h ... : I 
aura pour transforme le cycle G' di§fini plar les Equations 

oil 


Ti=: Yq-h 
T j— Xq -i- 

^ 3 = (Xq- 4 “ ) (Yo+ ..) 

Xq Yq (Yo -f* <z X(j) ^^ -+• -f” . • * 4 " 0^0X0 - 4 - ,. 

R^ciproqiiement C'sera le transforme de C'. 


589 . Pour la discussion que nous allons faire, nous distin- 
guerons cmq sortes de cycles . 

I® Cycles C dont Vorigine n^est pas sur le triangle de 
reference- — On a, dans ce cas, X© Y.^o. Le cycle 
transforme G', ayant son engine au point (Yo, X©, X© Y©), 
qui n’est pas sur le triangle, sera de la m^me sorle. II est 
aussi d’ordre r, et a pour tangente la droite 


Y© a 
/ X© I 
5' XoY© Y©-HaX© 




■YJ/ + (Y©-~aX©)A 


2® Cycles G dont Vorigine est sur un c 6 li du it iangle 
(^ = 0 par exemple), mats iVont pas ce c 6 te pour tan- 
genfe. — On a dans ce cas 

Xqcto, Y©^o, 

et le transform^ G' aura pour equations canoniques 


zL 

x' 


li 

Tt 

h 




— [ Y© - 4 - al^ - 4 “ © Z '0 . 





y2 
' 0 
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II a pour engine le point o, et pour tangente h 

drolte z^ = Y(^y, qui n’est pas un c 6 t^ du triangle. Son ordn 
estsa classe est egalementr, si a^o, To, si a= o; mais. 
en aucun cas, elle ne sera moindre que r. 

Enfin, si /^^ est un exposant caract^nstique de C, e’est-i- 
dire tel qu’il ne soit pas divisible par le plus grand commun 
diviseur S de /•, ro, ri, ., , le premier terrae du develop- 

pement de dont Fexposant n’est pas divisible par 8 sera 
a fortioriy r^+r ne sera pas divisible parde 

* 0 

plus grand commun diviseur des exposants pr^c^dents; ce 
sera done un exposant caract^ristique pour C. 

3 ** Cycles C dont Vori^ine est^sur un c 6 ti du triangle 
(^ = 0 par exemple) qui leur est tangent. — On a, dans 
ce cas, 

T,=:Xo-h^S 

L’ongine de O est an sommet x^=iz'=o. line droite 
z^ — X^'=o passant par ce sommet coupera le cycle aux 
points d^finis par I’^qualion 

(Xo-f- — X) (^0^^o-+“. , — o, 

laquelle a r^ racines nulles et en acquiert 7*0+ r si A= Xo. 
L’ordre du cycle est done sa classe r est momdre que son 
ordre, et il a pour tangente la droite z '— Xo^'= o, qui n’est 
pas un edt^ du triangle. 

4^ Cycles C dont Vorigine est d un sommet (rr = y = o) 
du triangle, les cdUs n^etant pas tangents. — C’est le 
cas ou Xo = Yo == o, a'^o Les polynomes , Tg, T3 devien- 
nent, apres suppression du facteur commun V", 

T j m CL + €l(, ^ 

I 2 —I, -- 

1 j “i" .t 
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L’origine du cycle C' sera au point; («, i, o) sur le c6te 
o du triangle, et deux cas seront a distinguer suivant que 
la classe To — /* du cycle C sera au moins ^gale a son ordre i\ 
ou moindre que r. 

Dans le premier cas, G sera d’ordre r et aura pour tangente 
la droite 


o = 


a no 


/ I o 
z' o a 


— ay — flops', 


si rtt--r = r,. 


ou la droite 


o 


x' a o 
y 1 o 
o a 


= €tT^ — ay, 


si To—r>r. 


Ges droites me sent pas des edt^s du triangle: G sera done 
de Fespece 2.- 

Remarquons encore que, si est un exposant caraetdris* 
tique de C, — r sera un exposant caracteristique de C'. 
Car, r, rj,_i ayant un plus grand eommun diviseur 8 

qui ne divise pas le premier exposant non divisible par 8, 
dans les ddveloppements de Ti — a et T^, sera — r. 

En outre, les coefficients de dans ces ddveloppements 
seront respectivement o et ne sont pas proportionnels k 
ceux des termes de moindre degrd en qui sont 

ao, a, si ro-r=r, 

o, a, si To— r>r. 

Done Tjt— ;• sera un exposant caraetdristique. 

Passons au second cas, ofi — /‘ < r. L'ordre de G sera 
To — r, moindre que Fordre de C, et la tangente sera le c6td 
= o^du triangle : C' sera done de Fespfece 3 . 

5 ** Cycles C dont Vorigine est en un sommet (a? = jk == ^>) 
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5g6 

et ay ant un cdte (y = o) pour tangente. — C’est ie cas ou 
Xo= Yo = = o, Le cycle G aura son origine au sommet 

o, son ordre sera ro — r 61^=0 sa tangente. II 
sera done, lui aussi, de Tespece 5 . 

890 , De ce qui pr^c^de r^suJte la possibility de changer 
une courbe quelconque k, par une suite de transformations 
quadratiques, en une autre courbe n’ajant que des cycles 
du premier ordre, et dont les tangentes aux points mul¬ 
tiples soient toutes distinctes. 

Soil, en effet, p un point de la courbe, qui soil Torigine 
de cycled d’ordre sup^rieur k i, Considyrons un triangle 
5 = 0, n == o, ^=0, dont le sommet (5:^=0, = o) sort 

en />, les autres sommets nMtant pas sur /r, et dont les edt^s 
ne passent par aucun autre point multiple de k et ne soient 
pas tangents a cette courbe. On peut, par une substitution 
homographique, transformer respectivement les droites 
5 = o, r, = o, C = o en 07 = o, j = o, ^ = o. 

Les cycles de la courbe ki , transformde de auront res¬ 
pectivement les.mymes ordres et les m^mes coincidences 
d’origine et de tangente que ceux dont ils sont transform^s, 
et ki aura avec les edt^s o: = o, y = o, ^ = o les mdmes re¬ 
lations que k avec 5 = o, tj = o, = o. 

Effectuons maintenant sur ki la transformation quadra- 
tique particuliere que nous venons d’etudier. Un point q 
de ki non situy sur les edt^s du triangle sera transform^ en 
un autre point ok passent le mdme nombre de cycles, du 
mdme ordre, et avec les mdmes coincidences entreJeurs tan¬ 
gentes. II n’y a, done rien de change de ce cdty. 

Considyrons en second lieu les cycles dont Forigine est 
sur un des cdtes du triangle, sur 07 = o par example. Ils sont 
par hypothese du premier ordre et, leurs ongines dtant diffd- 
rentes, les quantitys Yo,... correspondant ces divers cycles 
sont distmctes. Enfin, ils ne sont pas tangents 4 o? = o, leur 
ordre ne sera done pas altyry par la transformation; leurs 
transformys seront du premier ordre; ils ont tous leur origine 



GOURBES PLANSS ALG^BRIQDES* 


597 


eny = o, -s = o, mais leurs tangenles 
— Yoy-f-J5'=:0, 

sent distinctes. 

On inlroduit ainsi un nouveau point multiple; mais a 
cycles d’ordre i et a tangentes s^par^es. 

Passons enfin aux cycles C dont i’origme est au sommet 
x=y = o] chacun d’eux est transform^ en un cycle ayant 
son engine sur ^ = o; ceux dont les tangentes sonl distinctes 
auront d’aiHears des transformes d’arigines distinctes. Si la 
classe To—du cycle G est moindre que son ordre r, 
celui-ei sera abaiss^ par la transformation. Dans le cas con- 
traire, Tordre se maintiendra; mais une autre simplification 
se produit: les exposants caract^ristiques du cycle sont tous 
diminu^s de r park transformation, ainsi que nousl’avonsvu. 

591 . En soumettant la courbe transform^e de a des 
operations analogues, on pourra dono; sans accroitre I’ordre 
dkucun des cycles, ni mtroduire aucune nouvelle coincidence 
simultanee d’origine et de tangente, abaisser progressivement 
les exposants caracteristiques du cycle choisi, jusquku 
moment ou, ceux-ci ne pouvant decroitre indefiniment, 
Fabaissement portera sur Fordre du cycle. Poursuivant 
encore, on finira par rendre celui-ci dgal a l^inite. 

On choisira ensuite un des cycles restants, pour le reduire 
de mSme, et ainsi de suite jusqu’a ce qu on n’ait plus que 
des cycles d’ordre i. 

592 . A ce moment, on pourra encore avoir des cycles 
ayant a la fois m^me origine et mSme tangente; mais la conti- 
nuation des operations fera disparaitre ces coincidences, 

Soit, en eflfet, C un cycle d’ordre i, dont I’origine soit en 
X =jK = o et qui ne soit pas tangent a;r = oniajK=o. 

Ses equations seront 

X ly Y zizz C\ t * 4 ” Cf * 4 “ C 3 •+■ • 

OU 


Y=:C,X-4-C,X*-h. 


♦ • 
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Un autre cycle D d’ordre i ei de m^ine origine aura pour 
Equation 

Y = rfiX-4-d,X>4- . 

Ils auront m4ine tangCnte si , el, en general, un 

contact d’ordre si 

( l) d\ ^ C J , * ) dt,l ~ • 

Si C el D ont un contact d’ordre /w, les Iransformes par 
la substitution quadratique que nous consid^rons auront 
encore ni^me origine, mais un contact d’ordre m — i seule- 
ment. 

On a, en effet, pour ie transform^ de C, 

Cj-4“ Cjt, Tj—i, T 3 ^Cj^-f-, 

t 

d’oiu, en posant —, =r X', -y = Z\ 

y y 

C|Cj / Hh 1 i Z’^13 Cj r-f-Cj/f*-f-• 

R^solvons la derniere Equation par rapport 4 ^; il viendra 

et I’on d^termmera les coefficients X en substituant cette 
valeur dans I’^quation 

Z^ 3z Cj-4“ Cj “f- .. 

et idenlifianl les deux membres. Les [x premieres Equations, 
qui d^terminent Xj^, ne contiennent que les p coeffi¬ 

cients C|, ..Cjtj X|, ,.X|,, en ddpendront done exclusive- 
ment* 

Substituant la valeur de r dans Texpressioa de X', il 
viendra 

X'rr c, 4- A| Z'-4- . * 4- Ay^-i 4- ( A« 4- If ) Z''" 4- • , 

les coefficients Am. ne dependant que de C 4 , .. Cm^ 

Si Ton op^rait de indme sur Ie transform^ de on obtien- 
drait pour X' un d^veloppement analogue coincidant avec le 
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pr^cMent en vertu des relations (i) jusqu’aux termes d’ordre 
m — I j mais difFerant par le terme d^ordre m. 

On pourra done abaisser progressivemeut I’ordre des coi>- 
tacts entre les cycles jusqu’a les faire disparaitre totalement. 

893 . D^montrons encore le thdoreme suivant: 

Toute transformation de Cremona results de la coni’- 
position de transformations quadratlques. 

Soit S une semblable transformation, d^finie par lei^ rela¬ 
tions 

ou/i,/2} /s sont des fonctions d’ordre n en a:, z. 

Gonsid^rons trois points quelcohques p — (a, a', a"), 
= (^, /)"= (y, y', f) non en ligne droite, et com- 

posons la transformation S avec la transformation homogra- 
phique 

(a) x\y :> 5 :: H-/?: 

La transformation r^sultante sera 

-s':: ?i: 92:93, 

ou <pi =/< (a^ + -H yJ^, sont de degr 4 n en 

Composons cette nouvelle transformation avec la suivante : 
( 3 ) 

La r^snltante S| sera 

^i==9i(V?', CS', 5'V)? ••• ^tant de degre %n en 5', V, 'Q. 

Le degre de cette transformation s’abaissera toutefois si 
I’nn des points /?, />', est un point fondamental de la 
tiansformation S. 

Supposons, par exemple, que /? soit un point de multi- 
plicild e, common aux courbes/i, fz ; son correspondant 
71 = !^= o sera multiple d’ordre i surles courbes 9^, 92? fa* 
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Done tons les temes de ifi, fj, fs seront de degr6 au moms 
^gal k i par rapport k tj, Done tons les termes de <j(|, ^3, 
(jij seront divisibles par 5^*. Ils seront de m6me divisibles 
par Ti'*', si />', p" sont fondamentaux et de multiplicity 
a, /. Apr^s suppression de ces facteurs communs, le degr^ 
de ces fonctions ne sera plus que an — i — i' — f- 
On dyduil de la relation (2) 

^ Yi: ?A: B : C, 

A, B, C ytantbndaires en y, z, puis de la relation ( 3 ) 

(4) I': o': C :: 0?: C4:In :: BC: CA: AB. 

La transformation S r^sulte done de la composition de St 
avec la transformation quadratiqne (4)> 

Le thyoremy sera done ytabh si nous montrons qu’il existe, 
dans toute transformation S, trois. points fondamentaux non 
en ligne droite et dont les ordres de multiplicity », i', i* 
aient une somme > n. Car la dymonstration du thdoryme 
pour S sera ramenye 4 sa dymonstration pour S| qui est une 
transformation de degrd moindre. 

B 9 i. Or, soil (tji le noAibre des points fondamentaux de 
multiplicity A; on a, comme nous I’avons vu, les relations 

( 5 ) v 4-(A4-i) ^^_ («-H)(«4-a) 

(6) ‘ =n*-i, 

doiit la combinaison donn,e la suivante : 

( 7 ) lk(X/eZ=:Bn — S, 

B^ailleurSj la somme des multiplicitds de deux points fon¬ 
damentaux quelconques ne peut surpasscr n; autrement, 
les courbes /<, /j, coupant en plus de n points la droite 
A=: o qui les joint, /,, /a, contiendraient A en facteur 
commun, contrairement a noire hypotbese. Mais, si i, 
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on a » < 3/j — 3 . Done il y a au moms trois points fonda- 
mentaux. 

Soient p, p', p" les trois points fondamentaux dont les 
ordres de multiplicity sont les plus dlcves; soient i, i', i" ces 
ordres et supposons Les Equations (6) et^7) pour- 

ront s’yerire, en mettant ces termes en evidence, 

cti = Sn~3-r-i —i' ~i\ 

les nouvelJes sommes ytant restreinles aux autres points 
fondamentaux. 

On dyduit'de ces relations 

-r i“)ctk%.o, 

car A- •— i” est toujours ^o. 

Done n ne peut surpasser In plus grande racine de I’^qua- 
tion 

— I's — i"* — /(Sa: — 3 — / — I'—i'), 


laquelle est dgale ^ 


^ 4- y/2^* 4 -1*+ i'‘ + 1 - 3 i"- u"-~ i'f. 
Da quantity sous le radical peut s’yerire 


Mais «'> ^">.1. Elle est done moindre que 
et Ton a 

/I < — -f- 4 4- — < 4 4- 4- i"- 

2 2 


-h 2 ZV—I. 




Enfin les trois points /?, /?', p' ne sont pas en Ugne droite; 
car, s’ils ^taienl surune m^me droite,A == o, celle-ci, coupant 
les courbes/ij/aj /» ©n plus de n points,/i,/2, ft auraient 
le facteur eommun A. 
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CHAPITSE V. 


I'V. — Transformations birationnelles d’une conrbe. 

S 9 S. Posons, comme nous I’avons fait, 

(1) x':y':z'::fi:f2'U 

ft I /*’ /» ^taut des polynomes homog^nes d’un m^me degr^ I 
en X, y, z et sans facteur commun. 

Supposons X, y, z nssujettis a la relation 

(2) F(a;, y, i5) = o. 

L’4limination de x, y, z entre les Equations prec^dentes 
donnera une Equation 

( 3 ) W{af,y\z') = o, 

exprimant la relation qui doit avoir heu entre les rapports 
af'.y’lz’ pour qu’il existe un sjstfeme de valeurs des rap¬ 
ports a; pourlequel les Equations (i) et (a) soient sa- 
tisfaites simultan^ment. 

Le plus habituellement, cette solution commune sera 
unique (sauf, peut- 4 tre, pour certaines valeurs particuh^res 
des rapports x''.y'’.z'). On sait, dans ce cas, qu’elle sera 
donn^e par des Equations de la forme 



R, R| 4taat des fractions rationnelles qu’on pent supposer 
r^duitcs an m^me d^nominateur. 

Chassant les d^nominateurs, ces Equations pourront se 
mettre sous la forme 

( 4 ) 

/ii/a>/s des polynomes homogines et d’un m 4 me 
degrd I' en x', y, z' 

A chaque point x, y, z de la courbe F correspond done 
un point x'^ y, s' de la courbe F' et r^ciproquement, les 
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points correspondants 6 tant lies par les deux systemes de 
relations (i) et ( 4 ). 

Ces deux systemes ne seraient pas equivalents pour des 
valeurs quelconques de a?, y, z, y, 5' [i moms que la 
transformation (i) ne fdt une transformation de Cremona]; 
mads ils le sont, et cela nous suffit, pour celles de ces valeurs 
qui satisfont aux Equations (2) et ( 3 ). 

Nous dirons que les Equations (i) et ( 4 ) ^tablissent une 
correspondance uniformed ou birationnelle^ entre les 
courbes F et 

596 . A un cycle C de F 

correspondra un cycle C' de F' 

d :: T'j: T',: T^, 

T', Tj, T' repr^sentant les fonctions 

/i(Ti, T,, T 3 ), /,(T„T„T 3 ), /3(T„T„T3), 

ddbarrassees toutefois^ s’il y a lieu, de la puissance de / 
qu’elles pourraient contenir toutes trois en facteur commun 
Les points de G', correspondant un'iform^ment a ceux de C, 
correspondront unifo^'m^ment, comme ceux-ci, aux valeurs 
du parametre 

Si C est d’ordre r et a pour origine le point (a?®? Jo? ^0)? 
on aura 

et, par suite, 


Lc cycle C' aura done, en gdn^ral, pour origine le,point 
correspondant k (a?o, Jo? -^o)? ot son ordre sera r. 

Toutefois, cet ordre s’^levera si 

/i(^o? Jo, ^0), J(„ Jo, 
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sans 4tre nuls simultan^ment, sont proportionnels a 

Si ces trois quantit^s s’annalent a la fois, auquel cas les 
Equations (i) cessent de d^finir les rapports od \ y I on 
aura a supprjmer la puissance de t qui figure en facteur 
commun dans/,(!<, Ta^Tg), Le cjcle C' aura pour 
engine un point y^, que nous consid^rons comxne 
le correspondanl de (xcy^oj ^o)* 

Enfin, si le point (x^, s'annulent,^ est 

I’origine de plusieurs cycles C, C#, .. de F, ils auront pour 
correspondants des cycles C', C^, ayant pour engines 
des points {Xq^ ^q)j •••5 point 

(io, Xqj Zq) correspondra k Fun ou a Fautrede ces points, 
suivant qu’on le considere comme limite de points situ^s 
sur G, ou 3ur . 

II pfeut done exister sur F des points ayant plusieurs cor- 
respondants sur F. Mais ces points devront ^trevmultiples 
sur F, et situ^s sur/<, /aj/s; leur nombre est done limitd. 

R^ciproquement, un point multiple de F, situd sur 
siurait plusieurs correspondants sur F. 

S 97 . L’existence d’un ^l^mentinvariant par toute transforr 
mation birationnelle peut s’^tablir comme il suit; 

Les deux courbes F et F' ^lant suppos^es li^es par la rela¬ 
tion (i), posons 

v_ y y, I) 

Cela pos^, 

dX~ dX'^ dY dX 


^tant une fonedon de X, Y et 


rfX’ 


la somme de ses ordres 


par rapport k pour lous les cycles de F, est nulbc 
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La somme des ordres de la foncuon 


dX 


pour la 

dK! 

courbe F, est done egale d la somme correspondante. 


pour la courbe F'. 


dt 


L^existence de cet invariant ^tant ^tablie, son expression 
est ais^e k trouver^ On a, en effet, 

dx dz 

dX _ 

dt ~ 5» 


Or nous avons vu (S80-S81) que la somme des ordres du 
ttum^ateur est igale a 2!(r — i + ( 02 ) = v + S(/- — 1 ); celle 
des ordres du denominateur sera an. L’invanant cherchd sera 
done 

V 4- 2(/’ — i) — an. 

Posons 

v4-2(r — i) — anssa/j — 3 . 

Le nouvel invariant p ainsi d^fini se nomme le genre de 
la courbe F. C’est un nombre entier, qui ne pent ^tre n^ga- 
uf SI F est inddcomposable. 

En efiet, toute courbe F pouvant ^tre changde, par des 
transformations quadratiques qui n’alt^rent pas le genre,, en 
une courbe F' n’ayant que des cycles simples d tangentes 
sdpardes, il suffit d’dtabhr la proposition pour cetle demifere. 
Dans ce cas, S (r — i) est nul et, a* ddsignant le nombre des 
points de multiplicity k, on a 

v=: n(n — i) — la^ki^k — i) 

et, par suite, 

p_ -^- 7—> 


nombre dvidemment entier et qui n’est pas n^gatif (568). 


598. SoitF une courbe inddcomposable, d’ordren, n’ayant 
que des cycles simples & tangentes sypardes. Si I’on suppose 
le triangle de rdfdrence choisi de telle sorte que le som- 
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met ^ = = o ne soil pas sur la courbe, celle-ci aura une 
Equation de la forme 

F:==AY«H-AiY'^-*-4-. . + A«=,0, 

A 4tani une constante difKrente de 2 ^ro, el A|, . • des 
poljuomes en de degr^s ^ resjpeciivement. 

Si nous posons, pour abr^ger, 

le genre de pie IP sera donn^ (numdro pr^^dent) par ia for- 
mule 

^ a 

Soil 

/= P Y«* + jSj 4-... = 0 

une autre courbe d’ordrc m. Proposons-nous de d^lerminer 
ses coefficients de telle sorte <jae, parmi ses mn points d’in- 
tersection avec F, il y en ait le plus grand nombre possible 
qui occupent des positions cboisies d’avanee. Voyons d’abord 
de combien d’ind^termmdes nous pouvons disposer pour 
cela. 

Effectuons la division de/ par P; il viendra 
/=QF + R, 

♦ 

Q et K ^tant des polynonies enders, dont le dernier est de 
degrd m en X, Y, mais de degrd n — i seulement en Y. Or 
li est clair que les points d’intersection de / avec F sont 
les m^mes quo ceux de A avec F. Nous pouvons done nous 
borner k considdrer parmi les courbes d’ordre m cedes dont 
I’dquatiou' ne contient Y qu’au degrd n — i. 

Supposons d-’abord m> n. — 3. L’dquation de la courbe f 

contiendra - termes de degrd ^ /i — a, plus n terraes 

de chacon des degrds n — i, n, .. , m. JjB nombre total de 
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ces ternoes seta done 

, . (/i —i)/i - 

(m — /I -f- 2)/2 H- - - =: //ui — p — r, 

et I’on pourra determiner les rapports des coefficients de 
maniere a faire passer / par mn — p — d points fix^s d’a- 
vanoe; il restera done p+d points d’intersection dont on 
ne poiirra disposer. 

Si m^n — 3, ie nombre des termes de /sera 
(w -hi)(m -f- 2) 

j 

2 


el celui des points d’lntersection dont on ne pourra disposer 
sera 


mil — 


{m -f- i){m -f- 2) 
2 


4 “ I* 


En partieulier, pour m^n — 3, ce nombre se reduira a 

{n — I) (/I — 2) , 

IX {ft — 3) .. .. n -4- d 1 • 

S99. Les itombres precedents peuvent etre diminues si Ton 
lait passer/par les points multiples de F. 

Supposons, en eflTet, qu’on remplace pour / I’objigation 

de passer par points fixes de F par celie d’avoir un 

point de multiplicite i ^ un endroit oii F a elle-meme un 
point de multiplicite k. Le nombre de conditions sera le 
meme; mais le nombre des points d’intersection dont la po¬ 
sition est fixee par Ik ne sera plus mais ik* Le re- 

sultat le plus avantageux s’obtiendra done en donnant a i la 

valeur k — i, qui donne k ik ^ sa valeur maximum 

k(,k — I) 

. . .. ■’<» 

2 

Si done m est assez grand pour que le nombre dcs coeffi¬ 
cients dont on dispose permette de donner a /un point mul 
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tiple d’ordre k — i partout ou F a un point multiple d’ordrc k 
(auquel cas nous dirons que /est nn^courbe adjointe de F), 
le nombre des points d’interseclion dont on ne peut disposer 

sera diminu4 de la quantite rf. II se reduira 

done : 

I® a p si 

20 a /?—I si mzzn — 3. 

600. La condition d’etre adjomte donnant d relations li- 
neaires et homogenes entre les coefficients de /, il existera 
toujoars des adjointes si jn> n — 3. II en existera egale- 
ment pour m = n — 3, si/?>-p (d’ou /^ > 2 ). Le nombre p. 
des coefficients qui restent arbitraires dans I’adjomte la plus 
g4n^rale de degr6 m (ou, ce qui revient au m^me, le nombre 
des adjointes hn^airement distinetes de degr^/n) seradonne 
par les formulas suivantes : 

1 ® Si m > n — 3, 

. . (/I •— I) , 

p=(m —/2-f-2)n-f- ^ - a 

=z (/n ^ n -e 2)n - 1 -/? -f- — i. 

2 ® Si m =f n —3, 



Le nombre p ainsi calculi devrait 4tre augmente si les a 
equations lin^aires auxqiielles doivenl satisfaire les adjointes 
n’^taient pas distinetes. II nous faut done d^montrer qne ce 
cas ne peut se presenter. 

601. Nous nous appuierons^ a cet effet, sur le lemme sui- 
vant, cas particulier d’un th^oreme cdlfebre d'Abel, que nous 
d^montrerons dans le Calcnl integral. 

Soil ^(X,.Y, C|, 02 , .,= o une courbe alg^brique quel- 
conque Contenant dans son equation des paramdtres C|, 
Ca, et coupant la courbe F(X, Y) = o aux points 
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(X|,Y|), , (X^, Yf), .. Si nous changeons ^ 1 , 62 , . * 

enr c<-hrfCi, C 2 -Hrfc 2 , .. , nous obtiendrons une auire 
courbe infiniment voisine, coupant F aus points 


cHLi^ dYi^ ... ^tant donnas par les formules 

dF „ ^ dF _ _ 
_rfX.-4-^rfY,_o, 


<J<p 

dX, 


dX,- 




Cela pos^, soit /(X, Y) une quelconque des adjointes de 
degr 6 n — i die la courbe F; on aura 


2 


/(X„ Y,) 
(>F(X„Y.) 
dY, 


■rfX. 


O. 


602. Cette proposition diant admise, supposons que pour 
un certain degr 6 n ^ 3 le nombre des coefficients ind 6 ~ 
terminds qui restent dans Fadjointe soit > [a. En assujettis- 
sant Fadjointe k passer par p.— i points = (X 4 , Y^), , 

a|i _4 = (Xji._i, Y|i_i) choisis a volontd sur F, elle contiendra 
encore plus d^un coefficient inddterniin^; on aura done tout 
an faisceau d’adjointes passant par ces points. Soit C i’une 
d’elles; ello coupera encore F en v autres points 

€1^1.=;=: (X^, Yji.), , 

Ic nombre v ^tant < p; car nous avons vu qu^il est ^gal a /), 
si /ii > n — 3, kp — I si m = n — 3. 

Cela posdj par les p — i points ay+M • P^tit 

faire passer un faisceau d’adjointes, ayant pour Equation g^- 
ndrale 

-+-C2<p2*^ ' • ~ o. 


et C sera Fune des courbes de ce faisceau. On aura done 
pour des valeurs convenables assignees aux param^tres < 04 . 
... 


J 1. 


Cc=:Ct<J>,-+-C ,92 4- . 


20 
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Changeons Ci, Cj, ... eaCi-hC j4- dcs, on aura 
one autre courbe C', coupant F, comme C, am points mul¬ 
tiples et aux points fixes Oy+i, .. •, <!*(i+v_ 1 en outre, en 
des points 

a; = (X, + rfX„ Yi + rfY,), . <4=(Xv + ««v, Yv + </Y,), 

Or on salt qu’il existe au moins p adjointes lindairement 
distinctes/t, de degrd « — 3. Appliquant i v d’entre 

elles le thdoreme d’Abel, on aura v Equations 


V /*(X/, Y/) 
^ dF(X„ Y,) 

— W7~ 


(nL,=o 


{k = l, 2 , ...,v). 


Ges Equations, en nombre ^gal k celui des quantit^s dlLt, 
ne pourraient 6lre satisfaites qu’en supposant que les dX, 
sont tons mils ou que le determinant des coefficients est 
nol. 


003. La premiere hypolhese doit dtre ^cartee. £n efiet, 
les courbes C et C' coupant F aux m^mes points, il en serait 
de meme de la courbe 

(5) C'=dci<fi-hdctft-t~- ’ = 0 , 

quels que soienl les rapports de rfc,, dca, _En les deter¬ 

minant convenablement, on pourrait faire passer cette courbe 
par un nouveau point de F. Les courbes C" et F auraient 
ainsi plus de points commons que n’en comporte leur degrd, 
et devraient avoir une partie commune; et comme F est in¬ 
decomposable, on devrail avoir 

C"=F<{», 

<j^ etant un polynome entier. Ce resultat est absurde, C' 
etant de degrd moindre que F par rapport 4 la variable Y. 

fiOd. La seconde hypothese ne peut dtre verifide en gene¬ 
ra, mais seulement pour certames positions parliculieres des 
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pomls a,, Ov, qu’on sera libre d’^vker, puisqu’ils iont 
partie de la suite despoints a,, , qu’on peut choisir 

arbitrairemetit sur F. Tout d’abord, si tes points sont pris k 


distance finie, ^ y restera fini. Le determinant qui doits’an- 
nnler deviendra, apr^s la suppression des denommaleurs 
• qui figurent en facteur common, 

dit 


/,(X.,Y,) /.^Xv,Yv) 

yv(Xi, Y,) . /v(Xv, Yv) 


Cette expression developpi6e peut se mettre sous la forme 
M,/,(X., Yi) + M,/5(X„ Y,)-i-. ,= o, 


Ml, Ma, .. etant independants de X,, Y, Pour qoe cette 
equation ait lieu pour unC' position arbitraire du point 
(X,, Y() sur F, il fandra que son premier membre soit di¬ 
visible par F(X,, Y',), et. comme il est de degrd moindre 
queF, il devra etre identiquement nul. D’ailleurs les fonc- 
tions soot lindairement distinctes; done il faut que 

les mineurs Mr, Mj, ... soient tons mils. 

D’ailleurs, I’nn qnelconque de ces mineurs, tel queMi, 
peut dtre mis sous la forme 

Nj/»(Xj, Yf) -H. .+ Nv/viX*, Y*), 

et ne pourra s’annuler, pour toute position du point (Xj, Y*) 
sur F, que si les mineurs dn Second ordre Nj, ..., Nv 
nuls. Continuant ainsi, on voit que le determinant ne peut 
s’annoler pour toutes les positions possibles de{X|,| Yi), ..., 
(Xv_„ Yv_t) que si le point (Xv, Y,) est commun i F et a 
toutes les adjointes/i 


60S. Nous auroas en particulier, pour m =«— i, 
p^n — i adjointes lindairement distinctes, rencontrant 
ckacune Fen 2 /> 4 -/i — a points, outre les points multiples. 
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Cellos de ces adjointes qui passent par/? -j- /^ — 3 points 
fixes a, = (X„ Y,), formeront, en general, ua 

faisceau a deux coefficients. 

Chacune des courbes de ce faisceau coupera F aux points 
^15 . , el en /? -4-1 autres points. Si /z > 3, ces der- 

niers points seront toujours differeiits pouc deux courbes 
difierentes du faisceau si les points fixes *.*5 
(dont le nombre est au moins egal & /? 4-1) n’^ont pas des 
positions particulieres, 

Supposons, en effet, que Tun des /? -}-1 derniers points 
d^intersection fdt n^cessairement le mime pour deux des 
courbes du faisceau et, par suite, pour toutes les autres. 
Soient C une courbe particulilre du faisceau; nti,.. 
ses points de rencontre avec F. La courbe C appartient au 
faisceau des adjointes d^ordre —a qui passent par les 
jP 4“ /t 3 points fixes • • •? 2 * dernier 

faisceau n’a que deux coefficients, toutes ses courbes devront, 
d^aprls noire hypothlse, avoir encore sur F un point com- 
mun, qui sera nicessairement Tun des points ai, ^ 
par exemple Si, au contraire, le faisceau a plus de deux 
coefficients, on peut determiner Fun d!eux en fonction des 
autres de telle softe que la courbe correspoadante passe 
par li reslera encore au moms deux •coefficients indl- 
terminls. Nous obtenons done, dans tous les cas, un faisceau 
de courbes adjointes passant toutes par les points ap^i^ ..., 
et fiont la courbe C fera partie. 

Appliquons a ce faisceau le theorlme d’Abel: en prenaat 
succcssivement les p adjointes /i, . ,,/p d’ordre n*—3, 
on aura les p Equations 

dFTX/,Y,) (-<-», 2, .,/?), 

'=* 

qui ne peuvent subsister que si les dK.i sont tous nuls, ou si 
le dlterminant de leurs cb^sfiicfients est nul. Mais on a v-u 
que la premiere hypothese est inadmissible, etque la seconde 
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ne pent 6 tre v^nfi^e que pour des positions particulieres des 
points 01 , • , ctp. 


606. Cela pos^, considerons les adjointes d’ordre n — 2 , 
qui passent par pn — 4 points fixes a, Op^u-t pfi* 
arbitrairement sur F. Elies forment un faisceau a trois coef¬ 
ficients 

C, + Cifi-hC3<fi — 0. 


Soit a = 
et posons 

( 6 ) 


(§,.vi) un autre point pns arbiti'airement sur 


F, 


fehminant 5 . >1 enlre cette ^quauon et 

( 7 ) F(5,/)) = o, 

nous obtiendrons entre i\' wne equation 

(8) F'('', Y)') = o. 

Ii 4 e a P par la transformation ( 6 ). Cette transformation sera, 
en g^n^ral, birationnelle. En effel, s» a un point (5', V) de 
F' correspondaicnt, en vertu des Equations ( 6 ) et ( 7 ), deux 
points de F, tt= (5, r,) et or, = (?,, vi,), on aurait 

r,_ <Pl(4. /l) _ ?l(Cl. -ni) ^ 

' 93(£' 0 ) Ui)’ 

^ ~ ®3(?, 0 ) iQi)’ 


de sorte que les deux adjointl?s d’ordre n — 2 

O, ®s 


?!■ 


n) 

' ?.{«, -n) 


to) . 


qui passent par les j? -4- n — 3 points ai, ..., a/,+n_», *, pas- 
seraient encore par un autre point a, de F, ce qui, comme 
nous I’avons vu, ne peut avoir lieu pour des positions arbi- 
traires des points a,,..., a. 
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607, La coxirbe transform4e sera done du mAme genre 
que F. Cherchons a determiner son degre ri. 

Posons, pour reiablir Phomog^n^itd, 



La courbe F aura pour equation = o, et la transforma¬ 
tion ( 6 ) pourra s* 6 cnre 


'I'lj 'I'aj <}'i des polynomes d’ordre /i — a; enfin la trans- 
fom4e aura uae Equation de la forme 

a') = o. 

Le degrd cherch^ est le nombre d’lntersections de la 
courbe 4' avec la droite arbib^e 

X, ar' 4 - X, + Xja' = o. 

A cbacuti de ces points correspond sur F un point (jr, y, z) 
satisfaisant aux deux relations 

(9) 4->*'!'*-+-Xi4f»=o, * = o. 

Ces deux Equations simultandes, de degrds n — 1 * et n res- 
pectirement, ddfinissent n{n — a) points, dont chacun cor- 
respondra r^ciproquemenl k un point commun 4 

X,a!'4-X,^'4-X,a'=o, <b'=o, 

pourvu que <{( 4 , tj/j, <j», ne s’annulent pas A la fois. 

On volt done que n’ est dgal au nombre des intersections 
des deuicourbes ( 9 ) qui sont variables avec X,, X*, X,. Ce 
nombre 'est p + 2 Nous pouvons done ^noncer ce thdorAme: 

Toute courbe de genre p>o peat itre changiepar 
uni transformation birationnelle en une courbe de m^mc 
genre, et de degrd p a. 
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608. li nous resle k etudier les courbes de genre z^ro, 
dites courbes iinicursal^s, 

Soient F = o une semblable courbe; <pi, deux de ses 
adjointes, d’un m^me degr4 m et coupant F, la premiere 
aux points ai, . , a, la seconde aux points 

Elies n’auront pas d’autres points de rencontre 
avec F, puisque p est nul. 

Consid^rons les adjointes du faisceau 

Cl ® J -4- C 2 ~ O 

Chacune d’elles coupera F aux points eten 

nn autre point variable avec le rapport — = Pour 

obtenir 5? on elimmera Y) entre les Equations F = o, 
C4O1-f-C2<p2= o, et Ton supprimera, dans l’4quation finale, 
les facteurs correspondants aux racines fixes; il restera une 
equation du premier degr^, d’ou Ton d^duira i=:R(r), 
R d^signant une fraction rationnelle. On trouvera de m^me 

= Ri (Oi R^ ^tant egalement rationnel. 

L’^quation F = o sera done ^quivalente au sysl^me des 
deux suivantes * 

I —R(0» t3~R,(f) 

A chaque point (i, ii) de F correspondra, en gdn^ral, une 
valeur unique de i. Car si deux adjointes diff^rentes 
Cifi- 4 “ Cj^a, c' ©4-f-passent par le point (5 ,yi), cpi el 
'fjtJ passeront aussi; (5?*^) sera done un des points com- 
muns 0|, ©21 c’est-^i-dire un point multiple, ou Tun des 
points a4, ..., 

Pour obtenir la valeur de t correspondante a Fun de ces 
points particuliers A, on supposera que le point 
d’abord different de ce point, s’en rapproche ind^finiment, 
et I’on cherchera la valeur limite vers laquelle tend t. Ce 
sera celle que nous ferons correspondre au point A. 

Si ce point est multiple dWdre A*, on pourra sUpposer 
successivement le point (5 , yj) piac^ sur chacune des k bran- 
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ches de F qui se<;roisent en.A; on obtiendra ainsi k valeors 
de t correspondantes a ce point. 


609. Considerons reciproquement une courbe F definie 
par ies equations 


R et R| ddsignant des fractions rationndles. Reduisant ccs 
fractions an meme denominateur, on pourra les mettre sows 
la forme 


R(if) = 


?i(0 






f s? ?3 Irois polynomes sans facteur commun 

Qierchons combien de valeurs du param^tre l correspon¬ 
dent, en g^n^ral, a un mdme point de la courbe. Soit Tune 
d’elles; les valeurs cherch^es seront les solutions communes 
aux deux Equations 

(10) R(9) = R(/,), R,(S)-R,(i,h 


(m 

( Pi(^,^i) = 92(0)?s(^|) — ?3(^)<P5(^t)=0. 

Les deux poljnomes P et Pj sent divisibles par 6 — if; 
mais ils peuvent avoir d’autres diviseurs communs. Soit en 
general D (6, r,) leur plus grand commun diviseur; on aurt 

P(6,e,) = D($,t,)Q(0,l,), 
Pt(e,f,)=D($,i,)Q,(0,t,) 

Les deux Equations Q = o, Q^ = o ne ponrront avoir de 
racine commune que pour des valeurs particuliires de r,. 
Les solutions communes aux deux Equations (ii) serddui- 
ront done (Ibrsque r, reste mddtermiii^) aux racines de 
I’^quation 

D(e,/,) = o. 


Ces racines sont g6ndralement distinctes, car une racine 
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double devrait satisfaire non seulement aux Equations (lo), 
mais a leurs deriv^es 

R'(5)=:o, R; (6)^3 0, 

Equations algebriques qui n’admettent qu’un nombre limite 
de valeurs de 6; eties valeurscorrespondantcsde^i, d^duites 
des Equations (lo), seraient egalement en nombre limite* 
Soil done 

les equations (lo) admettront, en general, m racines com¬ 
munes distinctes solutions de i’^quation 

D(9, ^,) = o. 

Si Von permute les deux variables 6 el les deuxpoly- 
nomes P et P| changent simplement de signe; leur plus 
grand commun di\iseur D doit done se reproduire a une 
constante pr^s; ilest^lonc du degr^ m en L’unl^u moms 
des polynomes A, A(, ..., par exempie Apt, sera de degre m, 
les autres 4tant de degr^ En particulier, A sera de degre 
inf^rieur a m; i^ar, s'il en ^tait autrement, D ne pourrait 
s’annuler identiquement pour 6 , ainsi que cela doat 4tre; 

car D contiendrait un terme en quine pourrait 

se rd^duire avec les autres. 

D’autre part, tt d^signant I’une quelconque des racines 
^9 • * • ? on aura . ' 

R R ( ), Pi 

Les Equations 

seront done equivalenlcs aux Equations (lo). L’equation 
^ ^i)? <|tti fournit les racines communes k ces Equations, 

sera done ^qmvalente a D (9, ^i) = o. On aura, par suite, 


AjJtU/)_ ky,{ ) 
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Si done nous posons 


H == M £l, 
A{«)’ 


4 ciiaqae valeur de ce nouveau param4tre « correspondront 
m valeurs de t et pr4cisdment celles qui correspondent elles- 
mlmes a un m^me point (5, yj) de la courbe F; et 5, ti dtant 
des fonctions alg^briques de qui n*otit qu une seule valeur 
pour chaque valeur de a, seront rationnels en u. 

On. voit ainsi que, si les coordonn4es d’uh point d’une 
coarbe sont exprimables en fonction. rationnelle d’un para- 
m4tre, on pourra toujours, en cbangeanl au besom le para- 
mStre, faire en sorte qu’4 chaque point de la courbe corres- 
ponde une seule valeur du param^tre. 


610. Supposons cette condition rdalisee, avec le para- 
m^tre pour une courbe dddnie par les Equations 

|=R(0, ■ 

nous aliens Slablir que cette courbe est unicursale. 

Les fonctions R(<), Ri {t) peuvent 4tre suppos^es r^duiles 
au rnSme dinoiuinateur. Passant aui coordonn^es homo- 

g^nes, en posant 5 = ^) ti =—> 1 ®* Equations de la courbe 
pourront s’4crire 

x: ^: 5 :: T,: T,: T„ 

T<() Tj, Tj etant des polynomes en t. 

Par one transformation birationnelle 

«':/i(j^,7,a), 

nous pouvons changer la courbe F en une autre F' de inline 
genre p, n’ayant que des cycles d’ordre i. Les Equations de 
cette nouvelle coarbe seront de la forme 

jc': /: s':: e,: e,: Oj, 

> ^31 Rs ^tant de nouveank polynomes en t. 
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A chaque point correspondra d’ailleuts, engd- 

ndral, un seal point et suite une seule valeur 

de t. 

Soit s le plus grand des degres des polynomes 0,, 0*, 0j; 
on pourra dcnre 

0i = a/*+aif^^‘-4-. 

0 , = 6/'+6,/'-* + . , 

0,=c/'-t-c,f^”‘+. , 

I’un au moins des trois coefficients a, 6, c ^tant ^o. 
D’ailleurs, si t crolt ind^finiment, on aura, en posant t = 

s' I y' I ■s' i t ^•• t dll' -h ,, I C -h Cit' + . . 

Ces Equations ddfinissent nn cycle de F', qui doit ^tre 
d’ordre i, par hypoth^se; done I’un au moins des trois de¬ 
terminants abf — 0| b, bct — 6,c, ca, — c^a sera ^o. 

Le degre n de la courbe F' est le nombre de ses intersec¬ 
tions avec une droite arbitraire 

ax + Py + yz = o. 

Les t correspondants sont les racmes de I’iquation de degre s 

a0,-+- P0i-t-y03 = o, 

et 4 chacune d’elles correspond un point distinct de F'. Done 
n = s. 

Cberchons d’autre part la classe v de F'. 

Une droite 

us vy -t-fvz=zo 
sera tangente a F' au point t si Ton a 

«0i + V0, -h W'0, = o, 
a0', -t-1»0', - 4 - «’0's ■= 0. 

EUe passera, en outre, par un point donnd arbitrairement 
a, P, Y, si I’on a 
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6lunmant u, v, w entre ces trois Equations, on aura, pour 
determiner les points de F“ dont la tangente passe par a, y, 
[’equation 

a (», e; - ©, p (0,0', - e. ®'s) + ? (®i ®'* - ®'i) = «• 

Or 

0,0,-0,0',=-(ec,-*.c)<*'-‘+. 

@3e',-0,0'3--(ca,-c,«)<«-’'+ , 

0,0; - 0* - (ffld, — a, 6) f*"-* -H 

L’equation en t est done de degre 25 — 2 , etv = 25 — 2 
Cela pose, F’ n’ayant que des cycles d’ordre i, son genre ,0 
sera deiini par la relation 

2p — 2 =i:V — — 2 — — 2 . 

Done les courbes F, F seront umcursales. 


FIN DU TOME PREMIER. 
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